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Wstep

Uogolniony model autoregresji z warunkowa heteroskedastycznoscia (GARCH)
pojawil sie po raz pierwszy w pracy Borresleva (1986). Jest to ekonometrycz-
ny model szeregu czasowego, ktorego wartosci w chwili ¢ zaleza od wartosci
przyjmowanych przez 6w szereg czasowy w chwilach s < ¢ (autoregresja) oraz
od wariancji tego szeregu czasowego w chwilach s < ¢ (warunkowa heteroske-
dastycznosé).

Jak podaje Fiszeder [3], gtéwne zastosowania modeli klasy GARCH to opis
oraz prognozowanie zmiennosci, ktéra rozumiana jest jako miara ryzyka zwia-
zana ze stopami zwrotow instrumentéw finansowych. Wariancja warunkowa
prognozowana za pomocg modeli klasy GARCH moze by¢ traktowana jako
miara ryzyka. Dzieki wykorzystaniu takich obiektow jak warunkowa wartosé
oczekiwana oraz w szczegblnosci wariancja warunkowa, efektywniej wykorzy-
stuje sie informacje o danych stopniowo napltywajacych z rynku.

Modele klasy GARCH s3 obecnie najczesciej stosowanymi modelami zmien-
nosci instrumentéw finansowych z nastepujacych powodow: pozwalaja opisaé
wiekszosé empirycznych wlasnosci finansowych szeregéw czasowych, takich jak
tworzenie si¢ skupisk zmiennodci, zjawisko powrotu do sredniej w dtugim okre-
sie czy wieksza kurtoleptycznos¢ rozktadow niz w przypadku rozktadu normal-
nego. Ponadto latwo rozszerza sie te modele w celu uchwycenia dodatkowych
wlasnosci szeregow czasowych oraz modele te sg tatwe w estymacji.

Jak podaje Venter [9], w arbitrazowej wycenie instrumentéw pochodnych, w
szczeg6lnosci w modelu Blacka-Scholesa, przyjmuje sie, ze cena intrumentéw
pochodnych jest niezalezna od preferencji wzgledem ryzyka oraz od funkcji
uzytecznosci inwestoréw. Daje nam to jednoznaczna cene instrumentéw po-
chodnych, jednak kosztem upraszczajacych zatozen, ktore stoja w sprzecznosci
z danymi empirycznymi. Miedzy innymi w klasycznym modelu Blacka-Scholesa
zaktada sie, ze proces cen akcji dany jest geometrycznym procesem Wienera,
co jest robwnoznaczne z tym, ze wariancja zwrotOw z cen akcji nie zmienia sie
w czasie. W rzeczywistosci jednak, zmiennosé na rynkach finansowych ma cha-



rakter stochastyczny. W tej pracy porzucimy jedno z tych klasycznych zalozen,
mianowicie zalozenie stalej zmiennosci zwrotoéw z cen akcji. Modele rynkowe
dopuszczajace zmiennosé stochatyczna traca jednak wazna bardzo wtasnosé
jaka jest zupetlnos¢ rynku. Wynika to z faktu, ze brak jest na rynku instru-
mentow pozwalajacych zreplikowaé portfel o duzej zmiennosci. Implikuje to
brak istnienia jednoznacznej miary martyngatowej, co w dalszje kolejnosci po-
woduje, ze cena isntrumentéw pochodnych, a w szczegblnosci opcji, zalezy od
preferencji wzgedem ryzyka oraz od funkcji uzytecznosci inwestorow.

Duan [2] definiuje wycene przy lokalnie neutralnym podejsciu do ryzyka
(LRNVR), rozszerzajac na rynki niezupelne klasyczna wycene arbitrazowa. W
swojej pracy Duan opracowal podejscie do problemu wyceny oraz zabezpie-
czenia (delta hedging) opcji europejskich, w ktoérym proces zwrotow z aktywa
bazowego jest procesem klasy GARCH. Podejscie to odrbznia sie od klasycz-
nego w kilku istotnych aspektach. Po pierwsze cena opcji z wykorzystaniem
modelu GARCH jest zalezna premii za ryzyko Scisle zwigzanej z danym instru-
mentem bazowym, podczas gdy podejscie klasyczne jest niezalezne od prefe-
rencji uczestnikow rynku. Po drugie proces klasy GARCH nie jest procesem
Markowa, podczas w podejéciu klasycznym przyjmuje sie, ze proces cen ak-
tywa bazowego podlega procesowi dyfuzji, ktory jest procesem Markova. Po
trzecie model wyceny opcji GARCH pozwala wyjasni¢ niektére obcigzenia mo-
delu Blacka-Scholesa, ktore stoja w sprzecznosci z danymi empirycznymi. Co
wiecej, model Blacka-Scholesa mozna uznaé¢ za szczegolny przypadek modelu
GARCH, w ktéorym proces zwrotéw z cen instrumentu bazowego cechuje sie
homoskedastycznoscia.

Parametry procesu GARCH estymowane sg metoda najwickszej wiarygod-
nosci na podstawie empirycznych szeregéw czasowych z rynkoéw finansowych.
Poniewaz podejscie zaproponowane przez Duana nie ma rozwigzania analitycz-
nego, cena intrumentu bazowego w momencie wykonania opcji jest progono-
zowana metodami Monte-Carlo.

W pierwszym rozdziale, w oparciu o [4], [7] oraz [9] podamy podstawowe defi-
nicje, fakty oraz twierdzenia z rachunku prawdopodobienstwa oraz teorii pro-
cesOW stochastycznych, ktore beda wykorzystywane w dalszej czesci pracy. Po-
nadto, bazujac na [5], [6] oraz [9] omowimy podstawowe zagadnienia dotyczace
rynkéw finansowych oraz wyceny instrumentéw pochodnych.

W drugim rozdziale, bazujac na [2| oraz [9], zdefiniujemy proces GARCH
oraz miare LRNVR. Pokazemy, ze miara LRNVR jest rownowazna rynkowej
mierze probabilistycznej oraz wykazemy zalezno$ci miedzy obiema miarami w
kategoriach warunkowej wartos$ci oczekiwanej. Ponadto oméwimy zagadnienie



maksymalizacji uzytecznosci przez racjonalnego inwestora, zdefiniujemy sta-
ta absolutna oraz relatywna awersje do ryzyka oraz udowodnimy twierdzenie,
ktore podaje warunki jakie musza spetnia¢ funkcje uzytecznosci oraz konsump-
cji, aby rownowazna miara spelaniala definicje miary LRNVR. Wyprowadzimy
rowniez wzor na przeksztalcony proces zwrotéw z cen po zastosowaniu miary
LRNVR. Nastepnie wyprowadzimy z niego wzor na cene¢ instrumentu bazowe-
go w chwili wykonania opcji, a takze wzory na cene europejskich opcji kupna
oraz sprzedazy.

W rodziale trzecim, w oparciu o [4] oraz [7], oméwimy proces GARCH(1,1),
ktory mozna przedstawi¢ jako stochastyczne rownanie rekurencyjne postaci
Y, = AY,_1 + B;. Podamy warunki, jakie muszg by¢ spelnione, aby istanialo
jednoznaczne stacjonarne rozwiazanie tego réwnania oraz podamy postacé te-
go rozwiazania. Pozwoli nam to wykaza¢ stacjonarnosé¢ procesu GARCH(1,1)
przy spetnieniu odpowiednich warunkéw przez wspétczynniki modelu. Natep-
nie, bazujac na [2| oraz [9], udowodnimy kilka wlasnosci procesu GARCH(1,1).
W oparciu o [8] przedstawimy metode najwiekszej wiarygodnosci do oszaco-
wania parametrow rozkladu oraz metody Monte-Carlo do prognozowania ceny
instrumentu bazowego w momencie wykonania opcji. Przedstawimy réwniez
wyniki empiryczne, dokonujac wyceny europejskich opcji kupna na akcje spotki
Amazon.com, Inc. o roznych terminach wykonania oraz por6wnamy otrzymane
wyniki z cenami otrzymanymi wzorem Blacka-Scholesa.



Rozdzial 1

Procesy stochastyczne 1
intrumenty finansowe

W rozdziale tym podamy podstawowe definicje i twierdzenia oraz wprowadzi-
my oznaczenia wykorzystywane w dalszej czesci pracy.

W sekeji 1.1, w oparciu o [9], wprowadzimy obiekty probabilistyczne wy-
stepujace w pracy, takie jak warunkowa wartos$¢ oczekiwana, wariancja warun-
kowa oraz pochodna Radona-Nikodyma. Zagdanienia dotyczace stacjonarnosci
procesow stochastycznych omoéwimy w oparciu o [4], [7].

W sekeji 1.2 wprowadzimy podstawowe pojecia wykorzystywane w ana-
lizie instrumentéw finansowych, takie jak réwnowazna miara martyngatowa,
arbitraz oraz zupetno$é rynku. Sformutujemy pierwsze twierdzenie matematy-
ki finansowej (dotyczace zjawiska arbitrazu) oraz drugie podstawowe twierdze-
nia matematyki finansowej (dotyczace zupetnosci rynku). Bardziej szczegotowe
omowienie tych zagadnien mozna znalez¢ w [5], [6], [9].

1.1 Procesy stochastyczne

Niech T oznacza pewien niepusty zbiér indekséw. Zatézmy, ze dana jest prze-
strzen probabilistyczna z filtracja (2, F, (Fi)wer, P), gdzie € jest niepustym
zbiorem zdarzen elementarnych, F jest o-algebra zdarzen losowych, P jest ryn-
kowa miara probabilistyczna. Filtracja nazywamy niemalejaca rodzine o-algebr,
gdzie F;, C F dla t € T. Zakladamy, ze filtracja spetnia warunki zwyczajne:
kazda o-algebra JF; zawiera w sobie wszystkie zbiory miary zero oraz filtracja



jest prawostronnie ciggla, tzn.

Fo=()F dla teT.

t<s

F; odzwierciedla informacje o rynku w chwili ¢ € 7. W dalszych rozwazaniach
przyjmujemy, ze 7 = Z lub 7 = N.

Niech X bedzie zmienng losowa o rozkladzie normalnym ze $rednia p € R
oraz wariancja o? € R*. Wowczas piszemy X ~ N (i, 0?).

Procesem stochastycznym nazywamy rodzine (X;)e7 zmiennych losowych
okreslonych na tej samej przestrzeni probabilistycznej. Proces stochastyczny
(Xi)ier jest adaptowany do filtracji (F;)wer, jesli zmienna losowa X, jest
Fi-mierzalna dla ¢ € T. Proces stochastyczny (X;)er jest prognozowalny
wzgledem filtracji (F;)ier, jesli zmienna losowa X; jest JF,_j-mierzalna dla
t € T. Proces (X;)ie7 nazywamy martyngatem, gdy E|X;| < co dlat € T oraz
E[X|Fi1] = X

Definicja 1.1. Proces stochastyczny (Xi)er nazywamy procesem silnie sta-
cjonarnym, gdy dla kazdego ciggu indeksow tq,...,t, € T oraz dla kazdego
k € Z zachodzi

(Xips o X)) (X X))

tzn. tgczny rozkltad wektora losowego jest niezmienniczy na przesuniecia.

Definicja 1.2. Proces stochastyczny (Xy)ier nazywamy procesem stabo stacjo-
narnym, gdy EX? < co oraz

EX;=p dla teT
Cov(Xy, Xppx) =7v(k) dla teT, keZ.

Zgodnie z Definicja 1.2, kowariancja procesu stochastycznego (X;);e7 zale-
zy od odlegtosci |t — s| miedzy wskaznikami ¢, s € T oraz wariancja VarX, jest
taka sama dla kazdego t € T.

Fakt 1.3. Jesli proces stochastyczny (X )ieT jest procesem silnie stacjonarnym
oraz EX}? < 0o, to (Xy)ier jest réwniez procesem stabo stacjonarnym.

Niech G C F bedzie o-algebra, a X bedzie calkowalng zmienna losowa.
Warunkowa wartosciag oczekiwang X pod warunkiem G nazywamy zmienng
losowa E[X|G] taka, ze



(i) E[X]G] jest G-mierzalna,
(ii) dla dowolnego zbioru A € F

/AXdIP’:/AIE[XW]dP.

Jesli ponadto zmienna losowa X jest catkowalna z kwadratem, to wariancja
warunkowa X pod warunkiem G nazywamy zmienna losowa Var[X|G] dang
wzorem

Var[X|g] = E [(X — E[X|g])"|g] .

Niech P i Q beda miarami okreslonymi na tej samej przestrzeni mierzalnej
(Q, F). Mowimy, ze miara [P jest absolutnie ciagta wzgledem miary Q, gdy dla
kazdego zbioru A € F takiego, ze Q(A) = 0 zachodzi P(A) = 0 i oznaczamy
P <« Q. Méwimy, ze miary P i Q sa rownowazne, gdy P < Q oraz Q < P i
oznaczamy P ~ Q.

Aby podkresli¢, ze warunkowa warto$¢ oczekiwang oraz wariancje warun-
kowa rozpatrujemy wzgledem miary P bedziemy stosowa¢ oznaczenia odpo-
wiednio EP[X|G] oraz Var'[X|G].

Twierdzenie 1.4. Niech Q < P. Wtedy istnieje zmienna losowa X > 0 taka,
ze dla kazdego A € F zachodzi

@(A)_/Ad@_/AXdP.

Zmienng losowa X w twierdzeniu 1.4 nazywamy pochodna Radona-Nikodyma

i oznaczamy %.

1.2 Instrumenty finansowe

Niech (S;);e7 oznacza pewien proces rynkowy, na przyktad proces cen pewnego
ustalonego instrumentu finansowego, natomiast (B;);c7 niech oznacza pewien
ustalony deterministyczny proces rynkowy, na przyktad rachunek bankowy o
stalym oprocentowaniu. Zakladamy, ze F; odzwierciedlajace informacje o ryn-
ku w chwili ¢ jest generowane przez zmienne losowe S, dla r <.

Strategia inwestycyjna H nazywamy proces (H_, H})icr, gdzie Hy oznacza
ilo$¢ jednostek na rachunku bankowym w chwili ¢ € T, natomiast H} oznacza
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ilog¢ posiadanych w chwili t € T jednostek instrumentu finansowego, ktorego
dynamike cen opisuje proces (S;)ier-

Proces (V;)ier, gdzie V; = H)B; + HLS; opisuje wartoéé strategii inwesty-
cyjnej w chwili ¢ € T. Strategie inwestycyjna H nazywamy strategia samofi-
nansujaca, gdy

V, = H),\B; + H} | S,.

Klase strategii samofinansujacych oznaczamy H. Oczywiscie H jest prze-
strzenia liniowa. Rynkiem M nazywamy trojke (S, B, H), gdzie S = (Sy)ier
jest procesem cen pewnego instrumentu finansowego, okreslonym na przestrze-
ni probabilistycznej (2, F, (Fi)ier,P), zas8 B = (By)ier jest dyskontujacym
procesem deterministycznym.

Definicja 1.5. Miare probabilistyczng Q nazywamy réownowazng miarg mar-
tyngatowq, gdy spetnia ona nastepujoce warunksi

(i) miara Q jest rownowazna rynkowej mierze P, tzn. P ~ Q,
(i1) zdyskontowany proces cen (Sy)ier jest martyngatem wzgledem miary Q:

EQ [S,B;'|F,] =SB dla r<t.

Wyplata X w chwili T' € T nazywamy dowolng zmienng losowa okreslong
Q). Moéwimy, ze strategia inwestycyjna H replikuje wyptate X w chwili 7" € T,
gdy Vr = X. Moéwimy, ze rynek M jest zupelny, gdy kazda wyptata X jest
osiggalna, to znaczy istnieje strategia Hx replikujaca wyptate X.

Europejska opcja kupna nazywamy wyplate X > 0, ktora daje posiada-
czowi mozliwo$¢ zakupu w chwili T € T po ustalonej cenie K instrumentu
bazowego o wartosci Sy. Gdy St > K, to posiadacz opcji skorzysta z mozliwo-
$ci zakupu, natomiast gdy Sy < K wykonanie opcji przez jej posiadacza nie
bedzie oplacalne. Wyptata europejskiej opcji kupna jest zatem zmienna losowa

X =max (Sr — K,0).

Cene europejskiej opcji kupna w chwili ¢ < T oznaczamy C;. Podobnie, wy-
plata europejskiej opcji sprzedazy jest

X =max (K — S1,0).

Cene europejskiej opcji sprzedazy w chwili ¢ < T oznaczamy P,.



W modelach wyceny instrumentéw finansowych przyjmuje sie, ze na ryn-
ku nie wystepuje zjawisko arbitrazu. Jest to sytuacja, w ktorej inwestor nie
podejmujac ryzyka moze osiagna¢ pewny zysk w przysztosci.

Definicja 1.6. Mowimy, Ze na rynku M wystepuje mozliwosé arbitrazu, gdy
istnieje samofinansujgca strategia inwestycyjna H taka, ze

(i) Vo =0,
(1)) P{w e Q: V;(w) >0})=1dlat >0,
(iii) P({w € Q: Vi (w) > 0}) >0 dlat >0,

Pierwsze podstawowe twierdzenie matematyki finansowej okresla jedno-
znacznie, kiedy rynek jest pozbawiony arbitrazu.

Twierdzenie 1.7. Na rynku M nie ma mozliwosci arbitrazu wtedy 1 tylko
wtedy gdy istnieje rownowazna miara martyngatowa Q. Wowcezas cena wyptaty
X w chwili t € T dana jest wzorem

I,(X) = B{EYX B;| F).

Drugie podstawowe twierdzenie matematyki finansowej okresla jednoznacz-
nie, kiedy rynek jest zupekny.

Twierdzenie 1.8. Rynek M jest zupetny wtedy i tylko wtedy gdy istnieje do-
ktadnie jedna rownowazna miara martyngatowa Q.

Parytet kupna-sprzedazy okresla relacje w jakiej sa cena europejskiej opcji
kupna oraz sprzedazy.

Twierdzenie 1.9. Niech C} i P; oznaczajq odpowiednio cene europejskiej opcji
kupna oraz europejskiej opcji sprzedazy w chwili t < T o tej samej cenie wy-
konania K oraz tej samej chwili wykonania T. Cena instrumentu bazowego w
chwili t wynosi S;. Wowczas

C,— P =S —KB; " (1.1)

Gdyby rownosé (1.1) nie zachodzita, wowczas na rynku wystapitaby moz-
liwo$¢ arbitrazu.



Rozdzial 2
Wycena opcji europejskich

W rozdziale tym przedstawimy zaproponowany przez Duana [2| model wyceny
europejskiej opcji kupna oraz sprzedazy przy lokalnie neutralnym podej$ciu do
ryzyka.

W sekeji 2.1 zdefiniujemy proces GARCH(p,q), ktory po raz pierwszy po-
jawil sie w pracy Bollersleva [1|. Wskazemy w oparciu o [9], w jaki spos6b z
ciggtego procesu cen w modelu Blacka-Scholesa mozemy przejsé¢ do dyskretne-
g0 procesu cen zaproponowanego przez Duana [2].

W sekeji 2.2 zdefiniujemy warunek wyceny przy lokalnie netrualnym podej-
ciu do ryzyka (LRNVR) sformutowany przez Duana [2|. Ponadto sformutu-
jemy oraz udowodnimy twierdzenie, okreslajace kiedy jest spelniony warunek
wyceny przy lokalnie neutralnym podejsciu do ryzyka. Dowody lematéw oraz
twierdzenia podajemy w oparciu o [2], [9].

W sekeji 2.3 sformutujemy oraz udowodnimy twierdzenie charakteryzujace
proces zwrotéw cen przy zastosowaniu miary lokalnie neutralizujacej ryzyko.
Sformutowane przez Duana |2] wnioski wynikajace z tego twierdzenia pozwola
nam wyrazi¢ cene europejskiej opcji kupna w kategoriach warunkowej wartosci
oczekiwanej.
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2.1 Proces GARCH(p,q)

Definicja 2.1. Proces stochastyczny (&)t nazywamy procesem GARCH (p,q),
gdy jest on procesem silnie stacjonarnym oraz spelnia nastepujgce rownosce

€t — \/h_tZt dla te T

p q
hy = o + Z ier  + Zﬂjht,j dla teT,
i=1

Jj=1

gdzie (z)ieT jest ciggiem niezaleznych zmiennych losowych takich, Ze z; ~
N(0,1), (he)ier jest pewnym procesem dodatnim oraz g > 0, «y,3; > 0 dla

1=1,...,p,7=1,...,q.

Niech S; oznacza cene instrumentu bazowego w chwili ¢ € RT. W modelu
Blacka-Scholesa przyjmuje sie, ze proces cen jest geometrycznym procesem
Wienera, tzn.

S; = Sgexp ((u — %02) t+ O'Wt) , (2.1)

gdzie (W})i>o jest procesem Wienera. Parametr p interpretujemy jako stala
tendencje zmian cen isntrumentu bazowego, parametr o2 oznacza wspolczyn-
nik zmienno$ci cen instrumentu bazowego, natomiast r to stopa procentowa
wolna od ryzyka (kapitalizowana w sposob ciagly). Przeksztalcajac wzor (2.1)
otrzymujemy

1 1
Sy = Si_1exp <— (u — §a2> (t—1)— O’Wt_1> exp <(,u — 502> t— aWt>

= S;_1exp (u — %O‘Q + o+ zt) ,
gdzie z, = W, — W, ~ N(0,1).

Niech A = #-* oznacza premie za ryzyko zwigzang z danym instrumentem
bazowym. Przypusmy, ze zmienno$é¢ instrumentu bazowego o? zmienia sie w
czasie zgodnie z informacjg JF; dostepna w chwili t € T i oznaczmy te zmiennosé
przez h;. Poniewaz zbior indeksow T jest dyskretny, przyjmujemy, ze zmienno$é
instrumentu bazowego na odcinku [t — 1,¢) jest stata i wynosi h;_1. Wowczas
proces cen ma nastepujaca postac

1
St = St—l exXp (7’ — Eht + )\\/h_t + \/h_tzt) . (22)
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Wrzor (2.2) zostal zaproponowany przez Duana [2]. Wowezas proces zwrotow
z cen instrumentu bazowego ma postac

Xt:hl

S, 1
i =71+ )\\/ ht — —ht + €, (23)
Si-1 2

gdzie ¢, jest procesem GARCH(p,q) wzgledem rynkowej miary P.

Z Definicji 2.1 wynika, ze proces (h;);e7 jest procesem prognozowalnym.
Mamy zatem

1
E? [X,|Fioa] = BF |r + A/he — She+ Vhez| Fio

1
:T+)\\/h_t—§ht

oraz

1
VarP[Xt|}_t_1] = Varp[r + )\\/Ft - §ht + \/Ezt|~/_"t—1]
= htVarP[thE_l] = ht.

W tym sensie zmienna losowa h; jest wariancja warunkowa zmiennej losowej
X; pod warunkiem o-algebry F;_;.

Mamy zatem rynek M = (S, B,H) , gdzie S = (S;)ie7 jest procesem
cen okreslonym na rynkowej przestrzeni probabilistycznej (2, F, (Fi)ieT, P),
ktorego wartosé S; w chwili ¢ € 7 dana jest wzorem (2.2), natomiast B =

(By)iet jest deterministycznym procesem dyskontujacym danym wzorem B, =
etdlateT.

2.2 Lokalna neutralizacja ryzyka

W modelu Blacka-Scholesa przyjmuje sie stala wariancje instrumentu bazo-
wego. Ponadto rynek jest zupelny, tzn. kazda wyptata jest replikowalna. Jak
wskazuje Venter |9, wprowadzajac do modelu zmienno$é stochastyczna, ry-
nek przestaje by¢ zupelny, poniewaz istnieja wyptaty, dla ktérych nie istnieje
strategia replikujaca. Duan [2] uogo6lnil klasyczne podejscie do wyceny wprowa-
dzajac definicje wyceny przy lokalnie neutralnym podejsciu do ryzyka. Polega
to na takiej modyfikacji stop zwrotu, aby wariancja warunkowa pozostata nie-
zmieniona, natomiast warunkowa wartos¢ oczekiwana byta réwna stopie wolnej
od ryzyka.
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Definicja 2.2. Niech dany bedzie rynek M oraz rynkowa przestrzen probabili-
styczna (Q, F, (Fi)ier, P). Mowimy, ze miara Q spelnia warunek wyceny przy
lokalnie neutralnym podejsciu do ryzyka (LRNVR), gdy spetnione sq nastepu-
Jjace warunksi

(i) Miary P i Q sq réwnowazne, tzn. P ~ Q,
(ii) Stopy zwrotu % majqg rozktad log-normalny wzgledem miary Q,

(iii) B[P [ Fea] = €,

(iv) Var?[ln Sf; | Fi1] = Var'[In Sf; | Fio1] = hy.

Warunek (iii) Definicji 2.2 oznacza, ze warto$é oczekiwana wzgledem miary
Q ze stopy zwrotu lokalnie zalezy tylko od stopy procentowej r wolnej od ry-
zyka. O ile ceny instrumentéw bazowych S; sg zazwyczaj znane na podstawie
obserwacji rynkowych, to zmiennosé¢ h; instrumentéw bazowych nie jest dana
bezposrednio. Warunek (iv) Definicji 2.2 umozliwia estymacje wariancji wa-
runkowej na podstawie obserwacji rynkowych, tzn. wzgledem rynkowej miary
P.

Zgodnie z Twierdzeniem 1.8, gdy rynek nie jest zupelny, to miara martyn-
gatowa nie jest wyznaczona w sposob jednoznaczny. Jedna z mozliwych miar
zaproponowal Duan [2|. Niech (Y});c7 bedzie procesem adaptowanym, takim
ze Yy ~ N(u,0?) dlat € T wzgledem rynkowej miary P. Definiujemy miare Q
nastepujaco

T
dQ = exp ((7" —p) T+ Z YS> dP. (2.4)

s=1

Stwierdzenie 2.3. Q jest miarg rownowazng rynkowej mierze probabilistycz-
nej P.

Dowdd. Pokazemy, ze Q jest miara. Oznaczmy f := exp <(7‘ T+, YS)

Niech A € F. Funkcja f jest nieujemna, zatem Q(A) = [,dQ = [, fdP > 0.
Dla zbioru pustego () mamy Q(0) = 0.

Niech (A;)nen bedzie ciagiem zbiorow z F takim, ze A,NA; =0 dlai#j
oraz |J, A, = A. Niech f, ="}, f14,. Wowczas mamy

AP = P = AL).
/AdeP’ ;/Afhd]? ’;@ k)
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Ciag funkcji (f,,) jest rosnacy i zbiezny do funkcji f, wiec na mocy twierdzenia
Lesbegue’a o zbieznosci monotonicznej mamy

@(UAR) ~q) - [ @

neN

:/Afdpzhm/AfndP:Z@(Ak),

neN
zatem miara Q jest przeliczalnie addytywna. Udowodniliémy zatem, ze Q jest

miarg.

Aby pokaza¢, ze miary P i Q sa rownowazne, nalezy sprawdzi¢, ze sg one
wzajemnie absolutnie ciagte (tzn. Q < P oraz P <« Q). Wezmy zbior A € F
taki, ze

P(A) — /Ad]P_ 0.

7 wtasnosci catki Lesbegue’a wynika, ze dla kazdej F -mierzalnej funkcji f
zachodzi [, fdP = 0, w szczeglnosci

Q(A):/Ad(@:/Aexp ((r—p):mzi:y;) dP =0,

Zatem Q < P. Podobnie otrzymujemy P < Q. [ |

Wykazalidmy, ze miara QQ jest rownowazna rynkowej mierze probabilistycz-
nej P. Dosy¢ tatwo skonstruowaé przykitad dwoch rownowaznych miar, gdzie
jedna z nich bedzie miarg probabilistyczng, za$ druga nie. Wykazemy zatem
w kolejnym lemacie, ze przy pewnych zaltozeniach dotyczacych procesu cen,
miara Q rowniez jest miara probabilistyczng.

Lemat 2.4. Jesli S;_1 = EF[S;exp(—p + Y;)| Fi_1], to

(i) miara Q dana wzorem (2.4) jest miarg probabilistyczng,
(i1) dla dowolnej Fy-mierzalnej zmiennej losowej Wy zachodzi

EX (Wil Fi1] = EF Wy exp(r — p + Y3)[ Fea]. (2.5)

Dowdd. Aby udowodni¢ (i), musimy wykaza¢, ze miara Q jest unormowana
do jednodci, tzn. catka po tej mierze jest rowna 1. Poniewaz z zatozen lematu
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wynika, ze EF[e=?+Yt|F,_|] = ¢” dla instrumentu pozbawionego ryzyka, wiec

[0 [e (<>sz) p

exp ((r —p)T + ilY> !Fo]

exp ((7" —p) (T —1)+ % Y) e’”e—P+YT|fT_1] ]]—“0]
exp ((r— —-1) +ZY5> e'EF [e Y| Fr ] |]—"0]

exp <<r — o) (T 1)+ Zn) m]

:...:EP[H}"O}:/dP:l.

= EP

:]E]P’ ]E]P’

— EP

— EP

Aby udowodnié (ii), skorzystamy z wlasnosci pochodnej Radona-Nikodyma
dQ/dP oraz z definicji i wlasnosci warunkowej wlasnosci oczekiwanej. Zauwaz-

my, ze
d d
/EP {d%Wt]Ft 1} dP = / d(]%Wtd]P’ /Wtd(@
7 drugiej strony mamy
d
/E@ [(Wy| F1) EF {d%m_l} dP

d
2 / E* [E@ (Wi Fii] d%m_l] dP

A dQ
2 | EQWLIE ] —=dP
/ [ t’ tl]de

_ / E2 [W}|Fi1] dQ 2 / W dQ.

Otrzymali$my zatem nastepujaca rownosé

d d
EF {d(gwtm 1} = E° [W,|F_,] EF {d%m_l} . (2.6)
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Podstawiajac z lewej strony rownosci (2.6) wzor (2.4) i korzystajac z wlasnosci
warunkowe]j wartosci oczekiwanej oraz adaptowalnosci procesu (Y;) otrzymu-
jemy

T
EF | W, exp ((r —p) T+ ZY;) \]—}1]
s=1
T-1
=E" |E* W, exp ((r —i—ZYL>66 YT Fp 1] | Fi— 1]
s=1
T7-1
= EF | W, exp ((T )+ Y;) e"E" [e 7| Fr_y] |E—1]
s=1
T-1
=E¥ |W,exp (( )+ Yq) " _T|]:t—1]
s=1
T-1
= EHD Wt exp (( + Z s) |ft—1]
—t-1
=..=E" Wtexp<(r—p)( _t_1+z ) tpﬁ/t’}-tl]
s=1

t—1

= exp ((r —p)(T—t—-1)+ ZYS) EF [Wie! | F,_y] .

s=1

Podobnie, 7z prawej strony réwnania (2.6) otrzymujemy

B [exp (<r —)T+Y Y> m_ll

s=1

C Wi Foa]

t—1
QW | Fyo1] exp ((r - (T —-t—-1)+ Z ) e'EY [e " Fioy]
s=1

QW | Fi_1] exp ((7’ —p)(T—t—1)+ i Ys> .

Dzielac obie strony przez wyrazenie z eksponentem otrzymujemy (2.5). [ |

Przy takich samych zalozeniach dotyczacych procesu cen jak w Lemacie 2.4
wykazemy, ze miara Q jest miarg LRNVR, czyli spelnia Definicje 2.2. Punkt (i)
definicji jest spelniony na mocy Stwierdzenia 2.3. Pozostate punkty Definicji
2.2 wykazemy w nastepujacym Lemacie.
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Lemat 2.5. Jesli S;_y = EF[S; exp(—p + Y;)| Fi_1], to

(i) Stopy zwrotu Sfil majq rozktad log-normalny wzgledem miary Q,

(ii) 4[5 | Foa] = €,

St—1
(iii) Var®[n 2| F,_y] = Var' [In 52| Fy_1] = hy.
Dowdd. Aby udowodnié (ii) skorzystamy z Lematu 2.4. Zmienne losowe Sfil

sg JFi-mierzalne, mamy zatem

E¢ [ 5 ’Ft1:| =E" [ St exp (r—p+Y:) | Fica
Stfl Stfl

EF [Syexp (p+ Vi) | Fioi] = €.

67”

T S

Ostatnia rownos¢ wynika z zalozei lematu. Aby udowodni¢ (i) oraz (iii), za-
piszmy zmienng losowa Y; = o + W, + U,, gdzie U, ma rozktad normalny o
zerowej Sredniej oraz jest niezalezne z o (W, F;_1). Mamy

EC [exp (W) | Fie1] = EF [exp (cWy 4+ 1 — p + Y}) | Fi_i]
= E" [exp (W, +7 — p+a + BW, + Uy) | Fi_1]
= oxp (a+7 = p)E [exp (¢ + B) Wi + Uy) | Fii]
= exp (o + 7 — p) EY [exp (Uy) | Fia ) EY [exp (¢ + 8) Wy) | Fii]
=exp(a+r—p+E" [UZ|Fi-1]) EF [exp ((c + B) Wy) | Fi_1]
B*hy

Zh
o (et Bh) e+ f) .

= exp (04 +r—p+E" [Ut2"’t;f—1} + B +

Podstawiajac ¢ = 0 oraz korzystajac z faktu, ze E2[1|F;_;] = 1, otrzymujemy

2h
exp (a+r—p+EP [Ut2|]:t_1] + Bus + g t) =0,

2
zatem
Q Czht
E* [exp (cWy) | Fi1] = exp | (e + Bhy) ¢+ )
a to jest funkcja tworzaca momenty rozktadu normalnego. Otrzymujemy wiec
Wi =In 2 = py + Bhy + vz, gdzie 2, ~ N (0, 1). [ ]

W przypadku rynku niezupelnego musimy wprowadzi¢ funkcje uzytecznosci
inwestor6w oraz ich preferencje wzgledem ryzyka.
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Definicja 2.6. Funkcjg uzytecznosci nazywamy odwzorowanie U : RT — R*
takie, ze

(1) U(x) jest dwukrotnie rézniczkowalne,
(11) U(x) jest rosngce, tzn. U'(x) > 0 dla x € RT,
(111) U(x) jest wkleste, tzn. U"(x) < 0 dla x € RT.

Punkty (ii) oraz (iii) Definicji 2.6 maja dosy¢ oczywiste uzasadnienie eko-
nomiczne. Mowimy, ze funkcja uzytecznosci jest separowalna wzgledem czasu,
jesli uzyteczno$¢ w chwili s < ¢ nie ma wplywu na uzyteczno$¢ w chwili ¢, tzn.

E[U ()| Fs] = E[U (z:)].

W oparciu o [9] zilustrujemy problem optymalnego wyboru miedzy kon-
sumpcja a inwestycja. Inwestor w chwili £ — 1 decyduje o przeznaczeniu C;_, €
R* na konsumpcje oraz H;_; € R na inwestycje o losowej wyplacie S; € R™.
Zaktadamy, ze inwestor maksymalizuje swoja oczekiwana uzytecznosé z kon-
sumpcji oraz z inwestycji, tzn.

maXEP[U(Ct_l) + 67PU<Ct>|ft_1]

przy warunkach
Hi 581 =Ci 1+ Hy 151

Hy_ 1Sy = Cy + H.S,,

gdzie H;, 5S; 1 oznacza realizacje losowej wyptlaty z decyzji inwestycyjnej pod-
jetej w chwili ¢t — 2, natomiast wspotczynnik p oznacza stope preferencji cza-
sowej, ktora interpretujemy jako premie za odtozenie konsumpcji w czasie (ra-
cjonalny inwestor preferuje konsumpcje biezaca nad konsumpcje przyszia). Po-
niewaz zmienna losowa C;_; jest F;_j-mierzalna, mamy

(2.7)

max(U(Cy_1) + e PEF[U(C))| Fi-1]).
Podstawiajac warunki (2.7) otrzymujemy
max(U(H;_9S; 1 — H; 1S 1) + e PEF[U(H;_1S; — HS;)| Fi1])-

Inwestor maksymalizuje oczekiwang uzytecznosé wzgledem H; 1, zatem

0
N aHt,1 aHtfl
= _StflUl(HthStfl - Htflstfl) + €7PEP[StU/(Ht715t - HtSt)‘}—tAL

0 €_pEP[U(Ht,15t — HtSt)‘JTt,l]

U(Htfzst,]_ - Htflstfl) +
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co po odpowiednich przeksztalceniach daje tzw. rownanie Eulera dla konsump-
cji postaci
U'(C)
_ P - t
Si-1 =E"[See pmﬁ'—t—ﬂ-
Duan [2] zaproponowal miar¢ Q dana wzorem (2.4). Na mocy Lematu 2.4 oraz
Lematu 2.5 miara QQ jest miarg probabilistyczna spetniajacg warunek wyceny

przy lokalnie neutralnym podejsciu do ryzyka, o ile zachodzi
St—l = EP[St exp(—p + Y;)|ft_1].

Zatem Y; we wzorze (2.4) jest logarytmem z kranicowej stopy substytucji, tzn.

_ U'(C)
5/; =In Wfﬁl)

Definicja 2.7. Absolutng awersjq do ryzyka zwigzang z funkcjg uzytecznosci
U(z) nazywamy funkcje A(x) dang nastepujgcym réwnaniem
U'(z) d

i) = —%ln U'(x). (2.8)

A(z) =

Z tego, ze funkcja uzytecznosci U(x) jest rosnaca oraz wklesta wynika, ze
A(x) jest funkcja nieujemna. W przypadku dyskretnym rownanie (2.8) przy-
biera nastepujaca postac

Al) = InU'(2) — an’(a:t,l)'

Ty — Tg—1

Definicja 2.8. Relatywnq awersjg do ryzyka zwigzang z funkcjq uzytecznosci
U(z) nazywamy funkcje A(z) dang nastepujgcym réwnaniem

U'(x) LI U’ ()
R(z) =2A(z) = —a—t = -2 "7, 2.9
(1) = 2A) = ey =~ 29)
W przypadku dyskretnym rownanie (2.9) przybiera nastepujaca postac

- InU'(zy) —InU'(z4-1)

Inz; —Inz,

R(z) =

Nastepne twierdzenie podaje warunki, ktore powinny spetnia¢ funkcje uzy-
tecznosci, aby miara Q byla na danym rynku miarg LRNVR.
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Twierdzenie 2.9. Niech dany bedzie rynek M, rynkowa przestrzen probabili-
styczna (2, F, (Fi)iet, P) oraz addytywna i separowalna wzgledem czasu funk-
cja uzytecznosci U : RT — R, Niech (Y;)ier bedzie procesem adaptowanym
takim, ze Yy ~ N(u,0?) wzgledem miary P dla t € T. Jesli inwestor maksy-
malizuje oczekiwang uzytecznosé, to miara Q dana wzorem

dQ = exp ((r—p)T—l—ZK) dP

s=1
spetnia warunek wyceny przy lokalnie neutralnym podejsciu do ryzyka, gdy spet-

niony jest jeden z warunkow

(i) funkcja uzytecznosci U zapewnia statq absolutng awersje do ryzyka
A(z) = M\ oraz Cy — Cy_y ~ N (p, 0?) wzgledem miary P,

(11) funkcja uzytecznosci U zapewnia stalq relatywng awersje do ryzyka
R(z) = Ay oraz In(Cy) — In(Cy_1) ~ N (11, 0?) wzgledem miary P,

(1i1) funkcja uzytecznosci U jest liniowa, tzn. U(x) = ax + b.
Dowad. Jesli inwestor maksymalizuje oczekiwana uzytecznosé, to

L, UGy

4 =FE° —
Si—1 [Ste U’(C’t,l)

| Fi-1]-

Z Lematu 2.4 oraz Lematu 2.5 wynika, ze jesli
Si—1 = B[Sy exp(—p + Y3)| Fioul,

to miara Q spelnia warunek wyceny przy lokalnie neutralnym podejsciu do ry-
zyka. Poniewaz zmienne losowe Y; maja rozktad normalny wzgledem rynkowej
miary P, nalezy zatem pokazac¢, ze logarytmy z kraricowej stopy substytucji

In U,U(,éfj)l) maja rowniez rozktad normalny wzgledem P.
(i) Mamy
Alz) = _In Uxy) —InU'(z-1) —
Ty — Tp—1
zatem e
¢ 2 2
In m = —M(Cy — Ci_p) ~ N (=X, A{o”).
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(ii) Mamy
- InU'(z) —InU'(z4-1)

Inz, —Inz_

R(z) =

?

zatem

U'(C.
mﬁéi%:HAAMUmg—mUWLQNNLAWA%ﬂ

(iii) Mamy U(C}) = aCy + b oraz U'(Cy) = a, zatem

U’(Ct) a
n—— 1% —0=450),
U/(Ct_l) a ( )

gdzie
6 = lim N(0,02).

U? —0

2.3 Cena europejskiej opcji kupna

Wzor (2.3) przedstawia proces log-zwrotow z cen instrumentu bazowego wzgle-
dem rynkowej miary P. Nastepujace twierdzenie glosi, ze rownowazna miara
Q, spetniajgca Definicje 2.2 przeksztatca proces log-zwrotow, eliminujac z je-
go jawnej postaci wspolczynnik premii za ryzyko A\ i wprowadzajac zaleznosé
wariancji warunkowej h; od tegoz czynnika.

Twierdzenie 2.10. Niech dany bedzie rynek M, rynkowa przestrzen probabili-
styczna (Q, F, (Fi)ieT, P) oraz miara Q. Jesli miara Q spetnia warunek wyceny
przy lokalnie neutralnym podejsciu do ryzyka, to proces log-zwrotow z cen in-
strumentu bazowego ma nasepujgcqg postac

St

X; =1
TS

1
=T — §ht + ft; (210)

gdzie & = /hyzi, (20)ieT jest ciggiem niezalesnych zmiennych losowych takich,
ze z ~ N(0,1) oraz

p q
ht = Oy + Z ai(ﬁt_i — )\\/ ht—z’>2 + Zﬁjht_j. (211)
i=1 j=1
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mozemy wiec log- zwroty zaplsac jako

— nt _'_ \/—Zta

In
Stl

gdzie n, = E[In(S,;/S;-1)] oraz z ~ N(0,1). Pokazemy, ze 1, = r—3h,. Istotnie,
mamy

[S | Fi—1] = E@[G"H\/Eﬂﬂfl] = e”tE@[emZt’]:til] — ot
t—1

7 Definicji 2.2 mamy

h, = Var® [In |]-"t 1] = Var® [In

S, stl'“rt 3

oraz

Fra =¢,
B[ 7o

zatem r = nt—i-%ht czylin, =r— iht- Teraz pokazemy, ze h; moze by¢ wyrazone
wzorem (2.11). Poniewaz

In +)\\/_——ht+et

Stl

wzgledem miary P oraz
P q
ht = Qg+ Z Oészfi + Z ﬂjht_j, (212)
i=1 j=1

zatem mamy 7’+)\\/h_t—%ht+et = r—%ht—l—ft. Otrzymujemy wiec €, = & —A/hy
co podstawiamy do (2.12) i otrzymujemy (2.11).

Whniosek 2.11. Jesli miara Q spetnia warunek wyceny przy lokalnie neutral-
nym podejsciu do ryzyka, to cena instrumentu bazowego w chwili T dana jest
nastepujgcym wzorem,

St = Syexp ((T—t)r—% Z hs + Z &)- (2.13)

s=t+1 s=t+1
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Dowdd. Na mocy Twierdzenia 2.10 log-zwroty maja posta¢ In
& Korzystajac z wlasnosci logarytmu otrzymujemy

St __
5,1 T—05ht+

St St Sr-1 Sim
In — = In( . )
Sy Sr_1 572 St
St St_1 Stt1
=In +1In +---+1In
St-1 St—2 St
1 1 1
=T §hT+fT+7“— éhTfl‘i"ngl‘i‘“"i‘?”_ §ht+1+ft+1
1 X T
=(T—t)yr -3 D het > &
s=t+1 s=t+1
Drziatajac na obie strony eksponentem otrzymujemy (2.13). [ |

Whniosek 2.12. Jesli miara Q spetnia warunek wyceny przy lokalnie neutral-
nym podejéciu do ryzyka, to zdyskontowany proces cen e~ " S, jest martynaga-
tem wzgledem miary Q.

Dowdd. Pokazemy, ze EQe~"TSp|F;] = e "S,. Istotnie, na mocy Wniosku 2.11
mamy

EQ [€_TT3T|]:t]

= E%e TS, exp((T — t)r — % Z hs + Z §s)|F]

s=t+1 s=t+1

| o .
= e_TtStEQ[eXp(—§ Z hs + Z §s)|Fel.

s=t+1 s=t+1

Nastepnie iterujagc wartosci oczekiwane wzgledem filtracji oraz korzystajac z
faktow, ze proces h; jest prognozowalny oraz proces & ma rozktad normalny o
zerowej Sredniej oraz wariancji hy, otrzymujemy

e~ SEQE]. . EQ[exp(—% S bt Y e FrallFroll. )IF

s=t+1 s=t+1
= T—1
= e " SEYE?. .. exp(—3 s;1 hs + s;1 &)e 2 TR e | Fra] | Fro]l | F]

- 910 1 T-1 T-1
= e "SEV[ET. .. exp(—5 > hat Y E)NFral|Fros]l. . ]I F]

s=t+1 s=t+1
— ... =S,
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Whiosek 2.13. Niech dana bedzie europejska opcja kupna z ceng wykonania K
oraz datg wygasniecia T'. Jesli miara Q spetnia warunek wyceny przy lokalnie
neutralnym podejsciu do ryzyka, to cena opcji w chwili t dana jest nastepujgcym
wzorem

Ot — =T EQmax(Sy — K, 0)|F]. (2.14)

Dowaod. Na mocy Wniosku 2.12 zdyskontowany proces cen jest martyngatem
wzgledem miary Q, wiec zgodnie z Definicja 1.5 miara ta jest miara martynga-
towa. Zatem na mocy Twierdzenia 1.7 na rynku nie ma mozliwosci arbitrazu.
Woéwcezas cena arbitrazowa w chwili ¢ wyplaty X dana jest wzorem

I1,(X) = BE®[X B | F]

dla dowolnej miary martyngatowej Q, gdzie B, jest deterministyczym procesem
dyskontujacym. Wyplata europejskiej opcji kupna dana jest wzorem max (S —
K,0), zatem

CtGH _ etrEQ[e_T’" maX(ST - K, 0)|‘Ft]
= ¢ T "ELmax(Sy — K, 0)|F).

Whiosek 2.14. Niech dana bedzie europejska opcja sprzedazy z ceng wykona-
nia K oraz datg wygasniecia T. Jesli miara Q spetnia warunek wyceny przy
lokalnie neutralnym podejsciu do ryzyka, to cena opcjt w chwili t dana jest
nastepujgeym wzorem

PEH = o~ (TR max(K — Sy, 0)|F].

Dowdd. Wynika to z Twierdzenia 1.9. ]
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Rozdzial 3

Wycena opcji z wykorzystaniem
modelu GARCH(1,1)

W rodziale tym zastosujemy model GARCH(1,1) do wyceny opcji.

W sekeji 3.1, w oparciu o [4], sformulujemy oraz udowodnimy twierdzenie
o istnieniu i jednoznacznosci silnego rozwiazania procesu GARCH(1,1). Jako
wniosek otrzymamy warunek na istnienie stabo stacjonarnego rozwiazania.

W sekcji 3.2 podamy kilka wtasnosci modelu GARCH(1,1) wzgledem mia-
ry lokalnie neutralizujacej ryzyko. Twierdzenie udowodnimy bazujac na [2], [9].

W sekcjach 3.3 oraz 3.4, w oparciu o [8], przedstawimy metode najwiekszej
wiarygodnosci do estymacji parametréow modelu GARCH(1,1) oraz podamy
algorytm Monte-Carlo stuzacy do oszacowania ceny europejskiej opcji kupna i

sprzedazy.

W sekcji 3.5 przedstawimy wyniki empiryczne otrzymane z zastosowania,
wyze]j otrzymanych rezultatow do wybranego instrumentu finansowego.

3.1 Stacjonarnos$¢ modelu

Rozwazmy proces GARCH(1,1). Zgodnie z Definicja 2.1 ma on nastepujaca

postac
€t = \/ htZt (3 1)
hy = ap + a€§—1 + Bhi1 = o+ (aztz—l + B)hia,
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gdzie (z;)ie7 jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych takich, ze z, ~
N(0,1). Mamy zatem stochastyczne rownanie rekurencyjne postaci Y; = A, Y, 1+
B;.

Twierdzenie 3.1. Niech dana bedzie przestrzen probabilistyczna (Q, F, (Fy)ier, P)
oraz proces GARCH(1,1) okreslony na tej przestrzeni. Jesli EF[In(az2+3)] < 0,

to szereg 4
hy = g (1 + Z H (azf_; + B)) (3.2)

i=1 j=1

jest zbiezny prawie na pewno oraz jest on jedynym silnie stacjonarym rozwig-
zaniem procesu GARCH(1,1). Jesli E¥[In(az? + B)] > 0, to szereg (3.2) jest
robiezny.

Dowdd. Niech EF[ln(az? + 8)] < 0. Silna stacjonarnos$é¢ rozwiazania wynika
wprost z definicji 2.1. Iterujac k-krotnie réwnanie (3.1) otrzymujemy

hy = ap (1 + Z H (azp_; + ﬁ)) + hy—g-1 1:[ (azf; + 8) . (3.3)

=1 j=1 =1

Zauwazmy, ze sktadniki sumy wystepujacej we wzorze (3.3) sa nieujemne, po-
niewaz «, # > 0. Zmienne losowe In(az? + B) sa niezalezne o jednakowym
rozktadzie, zatem na mocy silnego prawa wielkich liczb mamy

[H (a2 + )

J=1

Z‘71

= exp (EP [ln (azf_j + 5)}) )

= exp [i_l Z In (OzZtQ_j + 5)
j=1

7 zalozen twierdzenia wynika, ze exp (]EP [ln (Ozzf_j + ﬁ)]) < 1, zatem na mocy
kryterium Cauchy’ego szereg wystepujacy w (3.3) jest zbiezny. Ostatni sktad-
nik w (3.3) dazy do 0 przy k — oc.

Niech h; dane wzorem (3.2) jest rozwigzaniem stacjonarnym rownania (3.1)
oraz zalozmy, ze EF [In(az? + 3)] > 0. Wowezas na mocy kryterium Cauchy’ego
mamy

o0 K3

Z H (azf_j + 5) = 00,

i=1 j=1
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wiec szereg (3.2) jest rozbiezny.

Niech h; dane wzorem (3.2) jest rozwiazaniem stacjonarnym réwnania (3.1)
oraz zalozmy, ze EF[In(az? + 3)] = 0. W tym przypadku kryterium Cauchy’ego
nie daje nam odpowiedzi na temat zbieznosci lub rozbieznosci szeregu. Przy-
pusémy jednak, ze szereg (3.2) jest zbiezny. Zauwazmy, ze

hy > ag <1 —i—iﬁ (ozzf,j —l—ﬁ)) ;

i=1 j=1

skad wnioskujemy, ze iloczyn H;Zl (aztz_j + 5) dazy do 0 przy ¢ — o0, co jest
rOwnowazne z tym, ze Z;Zl In (aztz_j + 5) dazy do —oo przy ¢ — oo. Z drugiej
jednak strony Zé=1 In (Ozzt{j + ﬁ) jest btadzeniem losowym takim, ze

lim sup Z In (oczf,j + ﬁ) = 00,
1—>00 =1

co przeczy zaltozeniu, ze szereg (3.2) jest zbiezny. .

Aby wykazaé¢ jednoznacznos$é rozwiazania zatézmy, ze h, jest stacjonarnym
rozwigzaniem procesu € = \/ h;2z;. [terujagc h; k-krotnie otrzymujemy

koo k-1
he = ag (1 + Z H (azf_; + B)) + hi_p1 H (azf ;4 B).
i=1 j=1 i=1
Wowcezas mamy
i koo ) k—1
|he — he| = |he — (1 + ZH (azf; + 5)) — hi—g-1 H (azf ; + B)|-
i=1 j=1 i=1
(3.4)

Srodkowy sktadnik z prawej strony réwnosci (34) dazy do h;, natomiast ostatni
sktadnik dazy do 0 przy k — oo. Zatem |hy — hy| — 0. [ |

Whniosek 3.2. Proces GARCH(1,1) ma stabo stacjonarne rozwigzanie wtedy
i tylko wtedy, gdy o + 5 < 1. Ponadto wariancja procesu nie zmienia Sie w
czasie i wynosi Var' [¢,] = ag/(1 — a — B).

27



Dowdd. Zauwazmy, ze EF[¢;] = 0. Istotnie, mamy

EP [¢,] = EP [\/h_tzt] — EP [zt\/om +aed + ﬁh“]

= EP |:\/Oé(] + Oé€t2_l + /Bht1:| EHD {Zt] = 0,

poniewaz (z;)e7 jest ciggiem niezaleznych zmiennych losowych takich, ze z; ~

N(O,1)dlateT.

Najpierw udowodnimy "=-". Zalozmy, ze proces GARCH(1,1) ma stabo
stacjonarne rozwigzanie. Woéwczas mamy

Var' [e;] = E¥ [¢]] = E [hz] = EF [(a0 + €y + Bhe—1) 27]
= aoEF [27] + aE” (67127 + BEF [he-12] = ap + " €] + BEF (P12 4]
= ay + aVar [e,_] + BVar® [e,_1] = ap + aVar [¢,] + BVar® [¢] .

Ostatnia rowno$¢ wynika z zaltozenia o stabej stacjonarnosci. Porzadkujac wy-
razy otrzymujemy Var'[e,] = ag/(1 — a — ). Z Definicji 2.1 mamy, ze ag > 0
oraz o, >0, zatem 1 —a— >0, czylia+ 8 < 1.

Teraz udowodnimy "<«=". Zalézmy, ze a + [ < 1. Wowczas korzystajac z
nieréwnosci Jensena otrzymujemy

EF [ln (ozzf +B)] <In (EP [azf +ﬁ]) =In(a+p) <0,

zatem zalozenie Twierdzenia 3.1 jest spelnione, czyli istnieje stacjonarne roz-
wiazanie dane wzorem (3.2). Wowczas mamy

Var' [e;] = EF [¢]] = E" [h]

i (1 + i H (azf_; + 5))

i=1 j=1

=y (1+§:EP >
=1

_ 3 AT i_ o0
—a0<1+;(@+5)> CYOZZ:;(OH'@) Tl

Otrzymalismy EF [¢] < oo, zatem korzystajac z Faktu 1.3 proces GARCH(1,1)
ma stabo stacjonarne rozwiazanie. ]

= EP

i

H (azf_j + 5)

j=1
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3.2 Wilasnosci modelu

Zgodnie z Twierdzeniem 2.10, po przejéciu od rynkowej miary P do miary
lokalnie neutralizujacej ryzyko Q, mamy & = v/h,z, gdzie (2;);c7 jest ciggiem
niezaleznych zmiennych losowych takich, ze z; ~ N(0,1) oraz

2
hy = ap + (ft—l Y, ht—l) + Bhi—y
2
=)+« (th Vi — Ay htfl) + Bhy_y

= g + ahy1 (z—1 — )\)2 + Bhi-1.

Twierdzenie 3.3. Niech dana bedzie przestrzen probabilistyczna (Q, F, (Fy) e, P),
proces GARCH(1,1) okreslony na tej przestrzeni oraz miara Q spetniajgca wa-
runek wyceny przy lokalnie neutralnym podejsciu do ryzyka. Jesli spetniony jest
warunek

l—a-—p
A<y —0— (3.5)

to proces (&)ie posiada nastepujgcee wtasnosci
(Z) limy o0 VarQ [gt] = W:

(i) rozktad zmiennej losowej & jest kurtoleptyczny,

(iii) Cov®[z, hys] = = 25Re—.

Dowdd. (i) Oznaczmy x; := z; — A. Wowcezas mamy
hy = ag + (ozxf_l + B) hie_1.

Zauwazmy, ze

E? [27] = E? [(2 — \)?]

3.6
=E% [2]] —20E% [z,] + A = 1+ \° (3:6)
oraz
E@ [mf] = [E© [(zt — )\)4}
=E® [2]] — 4AE® [2}] + 6N E? [27] — AN*E© [z] + \* (3.7)

=34 6A% + 24,

poniewaz dla zmiennej losowej z; ~ N'(0, 1) mamy E? [2}] = 0 oraz E? [2}] = 3.
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Iterujac h; do chwili ¢ = 0 otrzymujemy

t—1 1

h: = ap ]_—f—ZH Oél't]+6 +h0H O./l’tj‘f‘ﬁ)

=1 j=1 =7
t—1

= @ Z Gl + hQGt,

i=0
gdzie ciag (Gy) dany jest wzorem
GO =1

Gy = H (aa:f_j + 5) = Gy (OZ%Q_k + 5)

j=1
Korzystajac z (3.6) oraz z niezaleznosci zmiennych losowych z;, otrzymu-
jemy
7
H ;. i+ B)
Jj=1

7

—Ichmu+ﬁ} [T (e (@+22)+5)

J=1

= (o (1+22) +58)".

Wracajac do h; mamy

t—1 t—1
E° [h] =E® |ap > Gi+hoGy| = ap Y E?[Gy] + hoE? [G)]
=0 =0
t—1 )
= a0 Y (@ (L4+22) +8)" 4+ ho (@ (1+22) + )"
=0

Korzystajac z nierownosci (3.5) mamy

a@+A%+ﬁ<a<1+£1%1£)+5:L
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zatem przechodzac do granicy otrzymujemy skonczony szereg geometryczny

t—1
i B2 0] = im0 D (o (1 X))
2 @0
—aoz 1+X%) +8) = vt

(ii) Poniewaz E2[¢,] = 0, aby wykazaé¢, ze rozktad zmiennej losowej & jest
leptokurtyuczny, nalezy wykazaé, ze

2 [ef] > 3 (EQ[¢2])”. (3.8)

Korzystajac z (3.7) oraz z niezaleznosci zmiennych losowych z;, otrzymu-
jemy

°[61] = B2 |G, (azt, +6)°]
—E® [G3_,] E? [(as} . + )|
CGE ] (@® (B+6X +A") +2a8 (14 1?) + 7)
= (a® (34 6A2 + A) +2a8 (1+22) + 82"
WprowadZzmy nastepujace oznaczenia
u=0a® (346X +X") +2a8 (1+X°) + 37

U:Oz(l—f—)\z)—f—ﬁ.

Zauwazmy, ze u > v oraz u = v> + 2 (1 + 2)?) %, Dla k > j mamy

k
Y [GyGy) = E® G H (@ opyi + B)
i=j
k
CIGEC ] (aw?gss +5) | = wlo* .
i<
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Wowezas mamy

t—1 t—1 2
E? (1] = hgE? [G7] + 2a0he Y E®[GGy] + afE? < Gk)

k=0

t—1 t—1 k-1
= hau' —|—2ozohoZuk =k ol (Zu —i-ZZZu k= j)

k=0

=0
t _ )t 1— t 1— t 1— t

:hgut+2a0how+ag( L, T (1 v v))
U—v

1—wu U —v

Przechodzac do granicy przy t — oo otrzymujemy
RQ [hf] R {% dla u<1
oo dla u>1
Korzystajac z wlasnosci rozkladu normalnego mamy
E®[g] = E® [2/h7] = 3E® [A7].
Gdy u > 1, to nieréwnosé (3.8) jest spelniona. Dla u < 1 mamy

Q[e4] _ (14 v)ag
B =300y
R T e

Poniewaz v < u < 1, wiec (1 —v?) /(1 —u) > 1, co dowodzi (3.8).

(iii) Poniewaz zhip1 = oz + aze (Vhez — )\\/h_t)z + Bz:hy, wiec mamy

2
E® [Zthm!}"tfl] =E® [aozt + oz (\/h_tzt - )‘\/h_t) + 5Ztht’ftl}
= EQ |:OéZt (\/h_tzt )\\/—) |ft 1:|

= aE? [22hy — 2227 hy + N2 hyz| Fii
= ahE? [} |Fio1] = 200E? [7|Fic1] + aNE® (2| Fioq] = —2ah,.
Wowcezas mamy
Cov® [z, 1] = E@ [z hes1] — B9 [2] B9 [hyyy]
= E? [E® [zhe11|Fii]] = E?[—2aAhy]

—2alag

- _ Q —
= —20\E* [hy] = I~ (0-\)a_F
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3.3 Estymacja parametré6w modelu metoda naj-
wiekszej wiarygodnosci
Niech dany bedzie wektor x = (xy,...,2r) sktadajacy sie z T' oberwacji log-

zwrotéw pewnego instrumentu finansowego. Zaktadamy, ze

1
Ty =T — §ht + \/ htzt,

gdzie (z;)ie7 jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych takich, ze z, ~

2
N(0,1) oraz hy = ag + « (\/ht,lzt,l — )\\/ht,1> + Bhi_1. Poniewaz x; ~

N(r— %ht, ht), zatem funkcja wiarygodnosci dla ¢-tej obserwacji ma postaé

1 Ty — 1+ thy)?
l(w;0) = = eXp (—( t o0, ze) );
V t

gdzie 0 = (g, «, B, A) jest wektorem szukanych parametrow. Funkcja wiary-
godnosci dla wektora obserwacji x ma postac

T

L(x;0) = [ [ 124 0) (3.9)

t=1
Latwiej obliczy¢ logarytm naturalny z wyrazenia (3.9), mamy zatem

T

In £(z;60) = In (H lt(xt;9)> = In(l(z:;6))

T 1 2
T 1 1 (xt—T—l-—ht)
— ——@n)—=> In(h) -3 B
7 (27 22“” 32 o,

t=1

Szukamy 6 bedacego rozwigzaniem zadania
= arg max In (L(x;0))

przy ograniczeniach ag > 0, a, 3 > 0 oraz a + 8 < 1.
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3.4 Przyblizona wycena opcji metodg Monte-Carlo

Log-zwroty x; po lokalnej neutralizacji ryzyka, to znaczy po przej$ciu do miary
Q maja postaé

1
ZUt:T—ght‘Fft;

gdzie & = v/hizt, (2¢)eT jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych takich,
7e Zt ~ N(O, 1) oraz ht =y + Oé(gtfl — )\\/ ht,1)2 -+ ﬁhtfl.

Przypuscmy, ze chcemy pozna¢ cene w chwili ¢ = 0 europejskiej opcji kupna
z chwila wykonania ¢ = T oraz cena wykonania K. Cena instrumentu bazowego
w chwili ¢ = 0 jest znana i wynosi Sp. Zgodnie ze wzorem (2.14) na cene opcji
kupna, musimy zna¢ warunkowa wartoé¢ oczekiwang EQmax (S — K, 0)|Fo].
Przeprowadzamy M symulacji trajektorii procesu cen S instrumentu bazowego
wedtug nastepujacej procedury

. Przyjmujemy hj70 = Hll;ym
. Generujemy z; z rozktadu N (0, 1).
. fj,O = \/h]"()Zj,g.
~ 2
hj,l = Oy + « (éj,o — )\\ / hj,o) —+ ﬁhj’().
. Generujemy z;; z rozkladu N(0,1).
. fj,l = \/hj,lzj,l-
SJ',l = Sj70 exXp (_%hj,l + 6]'71).
. Powtarzamy kroki 4. - 7. az do uzyskania S; 7.

W DU W

Powtarzajac powyzsza procedure dla j = 2,..., M otrzymujemy wektor
St = (Sir1,...,Sur). Wowcezas cene opcji kupna przyblizamy nastepujaco

CFH = e T"E%max(Sy — K, 0)|Fo]

M
—1ir —1ir 1
= e "E®max(Sy — K,0)] ~ e T i jzlmax(sjj ~ K,0).

3.5 Wyniki empiryczne

W tej sekecji podamy wyniki empiryczne uzyskane przez zastosowanie dwoch
metod numerycznych przedstawionych w sekcjach 3.3 oraz 3.4. Po pierwsze
dokonamy estymacji parametrow g, «, § oraz A metoda najwiekszej wia-
rygodnosci. Nastepnie dokonamy aproksymacji ceny europejskiej opcji kupna
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stosujac metode Monte Carlo. Otrzymane wyniki poréwnamy z cenami otrzy-
manymi ze wzoru Blacka-Scholesa.

Jako instrument bazowy rozwazmy akcje spotki Amazon.com, Inc. noto-
wanej na gietdzie NYSE. Estymacji parametrow dokonamy w oparciu o ceny
zamkniecia w latach 2016-2019 (1005 obserwacji). Na Wykresach 3.1-3.3 przed-
stawiono jak ksztaltowaly sie ceny oraz log-zwroty instrumentu bazowego w
badanym okresie. Parametry oszacone metoda najwickszej wiarygodnosci wy-
nosza

do=1.2x107?,

& = 0.07,
B =0.68,
A =1.29,

natomiast wariancja na mocy Twierdzenia 3.3 wynosi

~

62 = 4o 042 x 1075,
1—(1-7\)a— 3

Cena w ostatniej obserwacji wynosita Sigp; = 1856.89. Rozwazmy europej-
skie opcje kupna z ceng wykonania K = Sjgp; oraz z terminami wykonania
za 3, 6 oraz 12 miesiecy. W Tabeli 3.5 przedstawiono ceny C“H otrzyma-
ne metoda Monte Carlo oraz ceny C'?° otrzymane ze wzoru Blacka-Scholesa.
Przyjmujemy stope procentowa r = 0.

Tabela 3.1:
3m 6m 12m
GARCH 66.68 | 95.71 | 137.17

Black-Scholes | 67.83 | 95.89 | 135.51
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Wykres 3.3: Histogram log-zwrotéw z cen zamkniecia
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