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Wst¦p

Uogólniony model autoregresji z warunkow¡ heteroskedastyczno±ci¡ (GARCH)
pojawiª si¦ po raz pierwszy w pracy Borresleva (1986). Jest to ekonometrycz-
ny model szeregu czasowego, którego warto±ci w chwili t zale»¡ od warto±ci
przyjmowanych przez ów szereg czasowy w chwilach s < t (autoregresja) oraz
od wariancji tego szeregu czasowego w chwilach s < t (warunkowa heteroske-
dastyczno±¢).

Jak podaje Fiszeder [3], gªówne zastosowania modeli klasy GARCH to opis
oraz prognozowanie zmienno±ci, która rozumiana jest jako miara ryzyka zwi¡-
zana ze stopami zwrotów instrumentów �nansowych. Wariancja warunkowa
prognozowana za pomoc¡ modeli klasy GARCH mo»e by¢ traktowana jako
miara ryzyka. Dzi¦ki wykorzystaniu takich obiektów jak warunkowa warto±¢
oczekiwana oraz w szczególno±ci wariancja warunkowa, efektywniej wykorzy-
stuje si¦ informacje o danych stopniowo napªywaj¡cych z rynku.

Modele klasy GARCH s¡ obecnie najcz¦±ciej stosowanymi modelami zmien-
no±ci instrumentów �nansowych z nast¦puj¡cych powodów: pozwalaj¡ opisa¢
wi¦kszo±¢ empirycznych wªasno±ci �nansowych szeregów czasowych, takich jak
tworzenie si¦ skupisk zmienno±ci, zjawisko powrotu do ±redniej w dªugim okre-
sie czy wi¦ksza kurtoleptyczno±¢ rozkªadów ni» w przypadku rozkªadu normal-
nego. Ponadto ªatwo rozszerza si¦ te modele w celu uchwycenia dodatkowych
wªasno±ci szeregów czasowych oraz modele te s¡ ªatwe w estymacji.

Jak podaje Venter [9], w arbitra»owej wycenie instrumentów pochodnych, w
szczególno±ci w modelu Blacka-Scholesa, przyjmuje si¦, »e cena intrumentów
pochodnych jest niezale»na od preferencji wzgl¦dem ryzyka oraz od funkcji
u»yteczno±ci inwestorów. Daje nam to jednoznaczn¡ cen¦ instrumentów po-
chodnych, jednak kosztem upraszczaj¡cych zaªo»e«, które stoj¡ w sprzeczno±ci
z danymi empirycznymi. Mi¦dzy innymi w klasycznym modelu Blacka-Scholesa
zakªada si¦, »e proces cen akcji dany jest geometrycznym procesem Wienera,
co jest równoznaczne z tym, »e wariancja zwrotów z cen akcji nie zmienia si¦
w czasie. W rzeczywisto±ci jednak, zmienno±¢ na rynkach �nansowych ma cha-
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rakter stochastyczny. W tej pracy porzucimy jedno z tych klasycznych zaªo»e«,
mianowicie zaªo»enie staªej zmienno±ci zwrotów z cen akcji. Modele rynkowe
dopuszczaj¡ce zmienno±¢ stochatyczn¡ trac¡ jednak wa»n¡ bardzo wªasno±¢
jak¡ jest zupeªno±¢ rynku. Wynika to z faktu, »e brak jest na rynku instru-
mentów pozwalaj¡cych zreplikowa¢ portfel o du»ej zmienno±ci. Implikuje to
brak istnienia jednoznacznej miary martyngaªowej, co w dalszje kolejno±ci po-
woduje, »e cena isntrumentów pochodnych, a w szczególno±ci opcji, zale»y od
preferencji wzg¦dem ryzyka oraz od funkcji u»yteczno±ci inwestorów.

Duan [2] de�niuje wycen¦ przy lokalnie neutralnym podej±ciu do ryzyka
(LRNVR), rozszerzaj¡c na rynki niezupeªne klasyczn¡ wycen¦ arbitra»ow¡. W
swojej pracy Duan opracowaª podej±cie do problemu wyceny oraz zabezpie-
czenia (delta hedging) opcji europejskich, w którym proces zwrotów z aktywa
bazowego jest procesem klasy GARCH. Podej±cie to odró»nia si¦ od klasycz-
nego w kilku istotnych aspektach. Po pierwsze cena opcji z wykorzystaniem
modelu GARCH jest zale»na premii za ryzyko ±ci±le zwi¡zanej z danym instru-
mentem bazowym, podczas gdy podej±cie klasyczne jest niezale»ne od prefe-
rencji uczestników rynku. Po drugie proces klasy GARCH nie jest procesem
Markowa, podczas w podej±ciu klasycznym przyjmuje si¦, »e proces cen ak-
tywa bazowego podlega procesowi dyfuzji, który jest procesem Markova. Po
trzecie model wyceny opcji GARCH pozwala wyja±ni¢ niektóre obci¡»enia mo-
delu Blacka-Scholesa, które stoj¡ w sprzeczno±ci z danymi empirycznymi. Co
wi¦cej, model Blacka-Scholesa mo»na uzna¢ za szczególny przypadek modelu
GARCH, w którym proces zwrotów z cen instrumentu bazowego cechuje si¦
homoskedastyczno±ci¡.

Parametry procesu GARCH estymowane s¡ metod¡ najwi¦kszej wiarygod-
no±ci na podstawie empirycznych szeregów czasowych z rynków �nansowych.
Poniewa» podej±cie zaproponowane przez Duana nie ma rozwi¡zania analitycz-
nego, cena intrumentu bazowego w momencie wykonania opcji jest progono-
zowana metodami Monte-Carlo.

W pierwszym rozdziale, w oparciu o [4], [7] oraz [9] podamy podstawowe de�-
nicje, fakty oraz twierdzenia z rachunku prawdopodobie«stwa oraz teorii pro-
cesów stochastycznych, które b¦d¡ wykorzystywane w dalszej cz¦±ci pracy. Po-
nadto, bazuj¡c na [5], [6] oraz [9] omówimy podstawowe zagadnienia dotycz¡ce
rynków �nansowych oraz wyceny instrumentów pochodnych.

W drugim rozdziale, bazuj¡c na [2] oraz [9], zde�niujemy proces GARCH
oraz miar¦ LRNVR. Poka»emy, »e miara LRNVR jest równowa»na rynkowej
mierze probabilistycznej oraz wyka»emy zale»no±ci mi¦dzy obiema miarami w
kategoriach warunkowej warto±ci oczekiwanej. Ponadto omówimy zagadnienie
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maksymalizacji u»yteczno±ci przez racjonalnego inwestora, zde�niujemy sta-
ª¡ absolutn¡ oraz relatywn¡ awersj¦ do ryzyka oraz udowodnimy twierdzenie,
które podaje warunki jakie musz¡ speªnia¢ funkcje u»yteczno±ci oraz konsump-
cji, aby równowa»na miara speªaniaªa de�nicj¦ miary LRNVR. Wyprowadzimy
równie» wzór na przeksztaªcony proces zwrotów z cen po zastosowaniu miary
LRNVR. Nast¦pnie wyprowadzimy z niego wzór na cen¦ instrumentu bazowe-
go w chwili wykonania opcji, a tak»e wzory na cen¦ europejskich opcji kupna
oraz sprzeda»y.

W rodziale trzecim, w oparciu o [4] oraz [7], omówimy proces GARCH(1,1),
który mo»na przedstawi¢ jako stochastyczne równanie rekurencyjne postaci
Yt = AtYt−1 + Bt. Podamy warunki, jakie musz¡ by¢ speªnione, aby istaniaªo
jednoznaczne stacjonarne rozwi¡zanie tego równania oraz podamy posta¢ te-
go rozwi¡zania. Pozwoli nam to wykaza¢ stacjonarno±¢ procesu GARCH(1,1)
przy speªnieniu odpowiednich warunków przez wspóªczynniki modelu. Nat¦p-
nie, bazuj¡c na [2] oraz [9], udowodnimy kilka wªasno±ci procesu GARCH(1,1).
W oparciu o [8] przedstawimy metod¦ najwi¦kszej wiarygodno±ci do oszaco-
wania parametrów rozkªadu oraz metody Monte-Carlo do prognozowania ceny
instrumentu bazowego w momencie wykonania opcji. Przedstawimy równie»
wyniki empiryczne, dokonuj¡c wyceny europejskich opcji kupna na akcje spóªki
Amazon.com, Inc. o ró»nych terminach wykonania oraz porównamy otrzymane
wyniki z cenami otrzymanymi wzorem Blacka-Scholesa.
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Rozdziaª 1

Procesy stochastyczne i
intrumenty �nansowe

W rozdziale tym podamy podstawowe de�nicje i twierdzenia oraz wprowadzi-
my oznaczenia wykorzystywane w dalszej cz¦±ci pracy.

W sekcji 1.1, w oparciu o [9], wprowadzimy obiekty probabilistyczne wy-
st¦puj¡ce w pracy, takie jak warunkowa warto±¢ oczekiwana, wariancja warun-
kowa oraz pochodna Radona-Nikodyma. Zagdanienia dotycz¡ce stacjonarno±ci
procesów stochastycznych omówimy w oparciu o [4], [7].

W sekcji 1.2 wprowadzimy podstawowe poj¦cia wykorzystywane w ana-
lizie instrumentów �nansowych, takie jak równowa»na miara martyngaªowa,
arbitra» oraz zupeªno±¢ rynku. Sformuªujemy pierwsze twierdzenie matematy-
ki �nansowej (dotycz¡ce zjawiska arbitra»u) oraz drugie podstawowe twierdze-
nia matematyki �nansowej (dotycz¡ce zupeªno±ci rynku). Bardziej szczegóªowe
omówienie tych zagadnie« mo»na znale¹¢ w [5], [6], [9].

1.1 Procesy stochastyczne

Niech T oznacza pewien niepusty zbiór indeksów. Zaªó»my, »e dana jest prze-
strze« probabilistyczna z �ltracj¡ (Ω,F , (Ft)t∈T ,P), gdzie Ω jest niepustym
zbiorem zdarze« elementarnych, F jest σ-algebr¡ zdarze« losowych, P jest ryn-
kow¡ miar¡ probabilistyczn¡. Filtracj¡ nazywamy niemalej¡c¡ rodzin¦ σ-algebr,
gdzie Ft ⊂ F dla t ∈ T . Zakªadamy, »e �ltracja speªnia warunki zwyczajne:
ka»da σ-algebra Ft zawiera w sobie wszystkie zbiory miary zero oraz �ltracja
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jest prawostronnie ci¡gªa, tzn.

Ft =
⋂
t<s

Fs dla t ∈ T .

Ft odzwierciedla informacje o rynku w chwili t ∈ T . W dalszych rozwa»aniach
przyjmujemy, »e T = Z lub T = N.

Niech X b¦dzie zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie normalnym ze ±redni¡ µ ∈ R
oraz wariancj¡ σ2 ∈ R+. Wówczas piszemy X ∼ N (µ, σ2).

Procesem stochastycznym nazywamy rodzin¦ (Xt)t∈T zmiennych losowych
okre±lonych na tej samej przestrzeni probabilistycznej. Proces stochastyczny
(Xt)t∈T jest adaptowany do �ltracji (Ft)t∈T , je±li zmienna losowa Xt jest
Ft-mierzalna dla t ∈ T . Proces stochastyczny (Xt)t∈T jest prognozowalny
wzgl¦dem �ltracji (Ft)t∈T , je±li zmienna losowa Xt jest Ft−1-mierzalna dla
t ∈ T . Proces (Xt)t∈T nazywamy martyngaªem, gdy E|Xt| <∞ dla t ∈ T oraz
E[Xt|Ft−1] = Xt−1.

De�nicja 1.1. Proces stochastyczny (Xt)t∈T nazywamy procesem silnie sta-
cjonarnym, gdy dla ka»dego ci¡gu indeksów t1, . . . , tn ∈ T oraz dla ka»dego
k ∈ Z zachodzi

(Xt1 , . . . , Xtn)
d
= (Xt1+k, . . . , Xtn+k)

tzn. ª¡czny rozkªad wektora losowego jest niezmienniczy na przesuni¦cia.

De�nicja 1.2. Proces stochastyczny (Xt)t∈T nazywamy procesem sªabo stacjo-
narnym, gdy EX2

t <∞ oraz

EXt = µ dla t ∈ T
Cov (Xt, Xt+k) = γ(k) dla t ∈ T , k ∈ Z.

Zgodnie z De�nicj¡ 1.2, kowariancja procesu stochastycznego (Xt)t∈T zale-
»y od odlegªo±ci |t− s| mi¦dzy wska¹nikami t, s ∈ T oraz wariancja VarXt jest
taka sama dla ka»dego t ∈ T .

Fakt 1.3. Je±li proces stochastyczny (Xt)t∈T jest procesem silnie stacjonarnym
oraz EX2

t <∞, to (Xt)t∈T jest równie» procesem sªabo stacjonarnym.

Niech G ⊂ F b¦dzie σ-algebr¡, a X b¦dzie caªkowaln¡ zmienn¡ losow¡.
Warunkow¡ warto±ci¡ oczekiwan¡ X pod warunkiem G nazywamy zmienn¡
losow¡ E[X|G] tak¡, »e
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(i) E[X|G] jest G-mierzalna,
(ii) dla dowolnego zbioru A ∈ F∫

A

XdP =

∫
A

E[X|G]dP.

Je±li ponadto zmienna losowa X jest caªkowalna z kwadratem, to wariancj¡
warunkow¡ X pod warunkiem G nazywamy zmienn¡ losow¡ Var[X|G] dan¡
wzorem

Var[X|G] = E
[
(X − E [X|G])2 |G

]
.

Niech P i Q b¦d¡ miarami okre±lonymi na tej samej przestrzeni mierzalnej
(Ω,F). Mówimy, »e miara P jest absolutnie ci¡gªa wzgl¦dem miary Q, gdy dla
ka»dego zbioru A ∈ F takiego, »e Q(A) = 0 zachodzi P(A) = 0 i oznaczamy
P � Q. Mówimy, »e miary P i Q s¡ równowa»ne, gdy P � Q oraz Q � P i
oznaczamy P ∼ Q.

Aby podkre±li¢, »e warunkow¡ warto±¢ oczekiwan¡ oraz wariancj¦ warun-
kow¡ rozpatrujemy wzgl¦dem miary P b¦dziemy stosowa¢ oznaczenia odpo-
wiednio EP[X|G] oraz VarP[X|G].

Twierdzenie 1.4. Niech Q� P. Wtedy istnieje zmienna losowa X ≥ 0 taka,
»e dla ka»dego A ∈ F zachodzi

Q(A) =

∫
A

dQ =

∫
A

XdP.

Zmienn¡ losow¡X w twierdzeniu 1.4 nazywamy pochodn¡ Radona-Nikodyma
i oznaczamy dQ

dP .

1.2 Instrumenty �nansowe

Niech (St)t∈T oznacza pewien proces rynkowy, na przykªad proces cen pewnego
ustalonego instrumentu �nansowego, natomiast (Bt)t∈T niech oznacza pewien
ustalony deterministyczny proces rynkowy, na przykªad rachunek bankowy o
staªym oprocentowaniu. Zakªadamy, »e Ft odzwierciedlaj¡ce informacje o ryn-
ku w chwili t jest generowane przez zmienne losowe Sr dla r ≤ t.

Strategi¡ inwestycyjn¡ H nazywamy proces (H0
t , H

1
t )t∈T , gdzie H0

t oznacza
ilo±¢ jednostek na rachunku bankowym w chwili t ∈ T , natomiast H1

t oznacza

7



ilo±¢ posiadanych w chwili t ∈ T jednostek instrumentu �nansowego, którego
dynamik¦ cen opisuje proces (St)t∈T .

Proces (Vt)t∈T , gdzie Vt = H0
tBt + H1

t St opisuje warto±¢ strategii inwesty-
cyjnej w chwili t ∈ T . Strategi¦ inwestycyjn¡ H nazywamy strategi¡ samo�-
nansuj¡c¡, gdy

Vt = H0
t+1Bt +H1

t+1St.

Klas¦ strategii samo�nansuj¡cych oznaczamy H. Oczywi±cie H jest prze-
strzeni¡ liniow¡. Rynkiem M nazywamy trójk¦ (S,B,H), gdzie S = (St)t∈T
jest procesem cen pewnego instrumentu �nansowego, okre±lonym na przestrze-
ni probabilistycznej (Ω,F , (Ft)t∈T ,P), za± B = (Bt)t∈T jest dyskontuj¡cym
procesem deterministycznym.

De�nicja 1.5. Miar¦ probabilistyczn¡ Q nazywamy równowa»n¡ miar¡ mar-
tyngaªow¡, gdy speªnia ona nast¦puj¡ce warunki

(i) miara Q jest równowa»na rynkowej mierze P, tzn. P ∼ Q,
(ii) zdyskontowany proces cen (St)t∈T jest martyngaªem wzgl¦dem miary Q:

EQ [StB−1
t |Fr

]
= SrB

−1
r dla r ≤ t.

Wypªat¡ X w chwili T ∈ T nazywamy dowoln¡ zmienn¡ losow¡ okre±lon¡
Ω. Mówimy, »e strategia inwestycyjna H replikuje wypªat¦ X w chwili T ∈ T ,
gdy VT = X. Mówimy, »e rynek M jest zupeªny, gdy ka»da wypªata X jest
osi¡galna, to znaczy istnieje strategia HX replikuj¡ca wypªat¦ X.

Europejsk¡ opcj¡ kupna nazywamy wypªat¦ X ≥ 0, która daje posiada-
czowi mo»liwo±¢ zakupu w chwili T ∈ T po ustalonej cenie K instrumentu
bazowego o warto±ci ST . Gdy ST > K, to posiadacz opcji skorzysta z mo»liwo-
±ci zakupu, natomiast gdy ST ≤ K wykonanie opcji przez jej posiadacza nie
b¦dzie opªacalne. Wypªat¡ europejskiej opcji kupna jest zatem zmienna losowa

X = max (ST −K, 0) .

Cen¦ europejskiej opcji kupna w chwili t ≤ T oznaczamy Ct. Podobnie, wy-
pªat¡ europejskiej opcji sprzeda»y jest

X = max (K − ST , 0) .

Cen¦ europejskiej opcji sprzeda»y w chwili t ≤ T oznaczamy Pt.
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W modelach wyceny instrumentów �nansowych przyjmuje si¦, »e na ryn-
ku nie wyst¦puje zjawisko arbitra»u. Jest to sytuacja, w której inwestor nie
podejmuj¡c ryzyka mo»e osi¡gn¡¢ pewny zysk w przyszªo±ci.

De�nicja 1.6. Mówimy, »e na rynku M wyst¦puje mo»liwo±¢ arbitra»u, gdy
istnieje samo�nansuj¡ca strategia inwestycyjna H taka, »e

(i) V0 = 0,
(ii) P ({ω ∈ Ω : Vt (ω) ≥ 0}) = 1 dla t > 0,
(iii) P ({ω ∈ Ω : Vt (ω) > 0}) > 0 dla t > 0.

Pierwsze podstawowe twierdzenie matematyki �nansowej okre±la jedno-
znacznie, kiedy rynek jest pozbawiony arbitra»u.

Twierdzenie 1.7. Na rynku M nie ma mo»liwo±ci arbitra»u wtedy i tylko
wtedy gdy istnieje równowa»na miara martyngaªowa Q. Wówczas cena wypªaty
X w chwili t ∈ T dana jest wzorem

Πt(X) = BtEQ[XB−1
T |Ft].

Drugie podstawowe twierdzenie matematyki �nansowej okre±la jednoznacz-
nie, kiedy rynek jest zupeªny.

Twierdzenie 1.8. RynekM jest zupeªny wtedy i tylko wtedy gdy istnieje do-
kªadnie jedna równowa»na miara martyngaªowa Q.

Parytet kupna-sprzeda»y okre±la relacj¦ w jakiej s¡ cena europejskiej opcji
kupna oraz sprzeda»y.

Twierdzenie 1.9. Niech Ct i Pt oznaczaj¡ odpowiednio cen¦ europejskiej opcji
kupna oraz europejskiej opcji sprzeda»y w chwili t ≤ T o tej samej cenie wy-
konania K oraz tej samej chwili wykonania T . Cena instrumentu bazowego w
chwili t wynosi St. Wówczas

Ct − Pt = St −KB−1
t . (1.1)

Gdyby równo±¢ (1.1) nie zachodziªa, wówczas na rynku wyst¡piªaby mo»-
liwo±¢ arbitra»u.
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Rozdziaª 2

Wycena opcji europejskich

W rozdziale tym przedstawimy zaproponowany przez Duana [2] model wyceny
europejskiej opcji kupna oraz sprzeda»y przy lokalnie neutralnym podej±ciu do
ryzyka.

W sekcji 2.1 zde�niujemy proces GARCH(p,q), który po raz pierwszy po-
jawiª si¦ w pracy Bollersleva [1]. Wska»emy w oparciu o [9], w jaki sposób z
ci¡gªego procesu cen w modelu Blacka-Scholesa mo»emy przej±¢ do dyskretne-
go procesu cen zaproponowanego przez Duana [2].

W sekcji 2.2 zde�niujemy warunek wyceny przy lokalnie netrualnym podej-
±ciu do ryzyka (LRNVR) sformuªowany przez Duana [2]. Ponadto sformuªu-
jemy oraz udowodnimy twierdzenie, okre±laj¡ce kiedy jest speªniony warunek
wyceny przy lokalnie neutralnym podej±ciu do ryzyka. Dowody lematów oraz
twierdzenia podajemy w oparciu o [2], [9].

W sekcji 2.3 sformuªujemy oraz udowodnimy twierdzenie charakteryzuj¡ce
proces zwrotów cen przy zastosowaniu miary lokalnie neutralizuj¡cej ryzyko.
Sformuªowane przez Duana [2] wnioski wynikaj¡ce z tego twierdzenia pozwol¡
nam wyrazi¢ cen¦ europejskiej opcji kupna w kategoriach warunkowej warto±ci
oczekiwanej.
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2.1 Proces GARCH(p,q)

De�nicja 2.1. Proces stochastyczny (εt)t∈T nazywamy procesem GARCH(p,q),
gdy jest on procesem silnie stacjonarnym oraz speªnia nast¦puj¡ce równo±ci

εt =
√
htzt dla t ∈ T

ht = α0 +

p∑
i=1

αiε
2
t−i +

q∑
j=1

βjht−j dla t ∈ T ,

gdzie (zt)t∈T jest ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych takich, »e zt ∼
N (0, 1), (ht)t∈T jest pewnym procesem dodatnim oraz α0 > 0, αi,βj ≥ 0 dla
i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , q.

Niech St oznacza cen¦ instrumentu bazowego w chwili t ∈ R+. W modelu
Blacka-Scholesa przyjmuje si¦, »e proces cen jest geometrycznym procesem
Wienera, tzn.

St = S0 exp

((
µ− 1

2
σ2

)
t+ σWt

)
, (2.1)

gdzie (Wt)t≥0 jest procesem Wienera. Parametr µ interpretujemy jako staª¡
tendencj¦ zmian cen isntrumentu bazowego, parametr σ2 oznacza wspóªczyn-
nik zmienno±ci cen instrumentu bazowego, natomiast r to stopa procentowa
wolna od ryzyka (kapitalizowana w sposób ci¡gªy). Przeksztaªcaj¡c wzór (2.1)
otrzymujemy

St = St−1 exp

(
−
(
µ− 1

2
σ2

)
(t− 1)− σWt−1

)
exp

((
µ− 1

2
σ2

)
t− σWt

)
= St−1 exp

(
µ− 1

2
σ2 + σ + zt

)
,

gdzie zt = Wt −Wt−1 ∼ N (0, 1).
Niech λ = µ−r

σ
oznacza premi¦ za ryzyko zwi¡zan¡ z danym instrumentem

bazowym. Przypu±my, »e zmienno±¢ instrumentu bazowego σ2 zmienia si¦ w
czasie zgodnie z informacj¡ Ft dost¦pn¡ w chwili t ∈ T i oznaczmy t¦ zmienno±¢
przez ht. Poniewa» zbiór indeksów T jest dyskretny, przyjmujemy, »e zmienno±¢
instrumentu bazowego na odcinku [t− 1, t) jest staªa i wynosi ht−1. Wówczas
proces cen ma nast¦puj¡c¡ posta¢

St = St−1 exp

(
r − 1

2
ht + λ

√
ht +

√
htzt

)
. (2.2)
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Wzór (2.2) zostaª zaproponowany przez Duana [2]. Wówczas proces zwrotów
z cen instrumentu bazowego ma posta¢

Xt = ln
St
St−1

= r + λ
√
ht −

1

2
ht + εt, (2.3)

gdzie εt jest procesem GARCH(p,q) wzgl¦dem rynkowej miary P.

Z De�nicji 2.1 wynika, »e proces (ht)t∈T jest procesem prognozowalnym.
Mamy zatem

EP [Xt|Ft−1] = EP
[
r + λ

√
ht −

1

2
ht +

√
htzt|Ft−1

]
= r + λ

√
ht −

1

2
ht

oraz

VarP[Xt|Ft−1] = VarP[r + λ
√
ht −

1

2
ht +

√
htzt|Ft−1]

= htVarP[zt|Ft−1] = ht.

W tym sensie zmienna losowa ht jest wariancj¡ warunkow¡ zmiennej losowej
Xt pod warunkiem σ-algebry Ft−1.

Mamy zatem rynek M = (S,B,H) , gdzie S = (St)t∈T jest procesem
cen okre±lonym na rynkowej przestrzeni probabilistycznej (Ω,F , (Ft)t∈T ,P),
którego warto±¢ St w chwili t ∈ T dana jest wzorem (2.2), natomiast B =
(Bt)t∈T jest deterministycznym procesem dyskontuj¡cym danym wzorem Bt =
ert dla t ∈ T .

2.2 Lokalna neutralizacja ryzyka

W modelu Blacka-Scholesa przyjmuje si¦ staª¡ wariancj¦ instrumentu bazo-
wego. Ponadto rynek jest zupeªny, tzn. ka»da wypªata jest replikowalna. Jak
wskazuje Venter [9], wprowadzaj¡c do modelu zmienno±¢ stochastyczn¡, ry-
nek przestaje by¢ zupeªny, poniewa» istniej¡ wypªaty, dla których nie istnieje
strategia replikuj¡ca. Duan [2] uogólniª klasyczne podej±cie do wyceny wprowa-
dzaj¡c de�nicj¦ wyceny przy lokalnie neutralnym podej±ciu do ryzyka. Polega
to na takiej mody�kacji stóp zwrotu, aby wariancja warunkowa pozostaªa nie-
zmieniona, natomiast warunkowa warto±¢ oczekiwana byªa równa stopie wolnej
od ryzyka.
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De�nicja 2.2. Niech dany b¦dzie rynekM oraz rynkowa przestrze« probabili-
styczna (Ω,F , (Ft)t∈T ,P). Mówimy, »e miara Q speªnia warunek wyceny przy
lokalnie neutralnym podej±ciu do ryzyka (LRNVR), gdy speªnione s¡ nast¦pu-
j¡ce warunki

(i) Miary P i Q s¡ równowa»ne, tzn. P ∼ Q,
(ii) Stopy zwrotu St

St−1
maj¡ rozkªad log-normalny wzgl¦dem miary Q,

(iii) EQ[ St

St−1
|Ft−1] = er,

(iv) VarQ[ln St

St−1
|Ft−1] = VarP[ln St

St−1
|Ft−1] =: ht.

Warunek (iii) De�nicji 2.2 oznacza, »e warto±¢ oczekiwana wzgl¦dem miary
Q ze stopy zwrotu lokalnie zale»y tylko od stopy procentowej r wolnej od ry-
zyka. O ile ceny instrumentów bazowych St s¡ zazwyczaj znane na podstawie
obserwacji rynkowych, to zmienno±¢ ht instrumentów bazowych nie jest dana
bezpo±rednio. Warunek (iv) De�nicji 2.2 umo»liwia estymacj¦ wariancji wa-
runkowej na podstawie obserwacji rynkowych, tzn. wzgl¦dem rynkowej miary
P.

Zgodnie z Twierdzeniem 1.8, gdy rynek nie jest zupeªny, to miara martyn-
gaªowa nie jest wyznaczona w sposób jednoznaczny. Jedn¡ z mo»liwych miar
zaproponowaª Duan [2]. Niech (Yt)t∈T b¦dzie procesem adaptowanym, takim
»e Yt ∼ N (µ, σ2) dla t ∈ T wzgl¦dem rynkowej miary P. De�niujemy miar¦ Q
nast¦puj¡co

dQ = exp

(
(r − ρ)T +

T∑
s=1

Ys

)
dP. (2.4)

Stwierdzenie 2.3. Q jest miar¡ równowa»n¡ rynkowej mierze probabilistycz-
nej P.

Dowód. Poka»emy, »eQ jest miar¡. Oznaczmy f := exp
(

(r − ρ)T +
∑T

s=1 Ys

)
.

Niech A ∈ F . Funkcja f jest nieujemna, zatem Q(A) =
∫
A
dQ =

∫
A
fdP ≥ 0.

Dla zbioru pustego ∅ mamy Q(∅) = 0.

Niech (An)n∈N b¦dzie ci¡giem zbiorów z F takim, »e Ai ∩Aj = ∅ dla i 6= j
oraz

⋃
nAn = A. Niech fn =

∑n
k=1 f1Ak

. Wówczas mamy∫
A

fndP =
n∑
k=1

∫
A

f1Ak
dP =

n∑
k=1

Q (Ak) .
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Ci¡g funkcji (fn) jest rosn¡cy i zbie»ny do funkcji f , wi¦c na mocy twierdzenia
Lesbegue'a o zbie»no±ci monotonicznej mamy

Q

(⋃
n∈N

An

)
= Q (A) =

∫
A

dQ

=

∫
A

fdP = lim

∫
A

fndP =
∑
n∈N

Q (Ak) ,

zatem miara Q jest przeliczalnie addytywna. Udowodnili±my zatem, »e Q jest
miar¡.

Aby pokaza¢, »e miary P i Q s¡ równowa»ne, nale»y sprawdzi¢, »e s¡ one
wzajemnie absolutnie ci¡gªe (tzn. Q � P oraz P � Q). We¹my zbiór A ∈ F
taki, »e

P(A) =

∫
A

dP = 0.

Z wªasno±ci caªki Lesbegue'a wynika, »e dla ka»dej F -mierzalnej funkcji f
zachodzi

∫
A
fdP = 0, w szczególno±ci

Q(A) =

∫
A

dQ =

∫
A

exp

(
(r − ρ)T +

T∑
s=1

Ys

)
dP = 0.

Zatem Q� P. Podobnie otrzymujemy P� Q. �

Wykazali±my, »e miara Q jest równowa»na rynkowej mierze probabilistycz-
nej P. Dosy¢ ªatwo skonstruowa¢ przykªad dwóch równowa»nych miar, gdzie
jedna z nich b¦dzie miar¡ probabilistyczn¡, za± druga nie. Wyka»emy zatem
w kolejnym lemacie, »e przy pewnych zaªo»eniach dotycz¡cych procesu cen,
miara Q równie» jest miar¡ probabilistyczn¡.

Lemat 2.4. Je±li St−1 = EP[St exp(−ρ+ Yt)|Ft−1], to

(i) miara Q dana wzorem (2.4) jest miar¡ probabilistyczn¡,
(ii) dla dowolnej Ft-mierzalnej zmiennej losowej Wt zachodzi

EQ[Wt|Ft−1] = EP[Wt exp(r − ρ+ Yt)|Ft−1]. (2.5)

Dowód. Aby udowodni¢ (i), musimy wykaza¢, »e miara Q jest unormowana
do jedno±ci, tzn. caªka po tej mierze jest równa 1. Poniewa» z zaªo»e« lematu
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wynika, »e EP[e−ρ+Yt|Ft−1] = er dla instrumentu pozbawionego ryzyka, wi¦c∫
dQ =

∫
exp

(
(r − ρ)T +

T∑
s=1

Ys

)
dP

= EP

[
exp

(
(r − ρ)T +

T∑
s=1

Ys

)
|F0

]

= EP

[
EP

[
exp

(
(r − ρ) (T − 1) +

T−1∑
s=1

Ys

)
ere−ρ+YT |FT−1

]
|F0

]

= EP

[
exp

(
(r − ρ) (T − 1) +

T−1∑
s=1

Ys

)
erEP [e−ρ+YT |FT−1

]
|F0

]

= EP

[
exp

(
(r − ρ) (T − 1) +

T−1∑
s=1

Ys

)
|F0

]
= · · · = EP [1|F0] =

∫
dP = 1.

Aby udowodni¢ (ii), skorzystamy z wªasno±ci pochodnej Radona-Nikodyma
dQ/dP oraz z de�nicji i wªasno±ci warunkowej wªasno±ci oczekiwanej. Zauwa»-
my, »e ∫

EP
[
dQ
dP

Wt|Ft−1

]
dP ∆

=

∫
dQ
dP

WtdP
∆
=

∫
WtdQ.

Z drugiej strony mamy∫
EQ [Wt|Ft−1]EP

[
dQ
dP
|Ft−1

]
dP

∆
=

∫
EP
[
EQ [Wt|Ft−1]

dQ
dP
|Ft−1

]
dP

∆
=

∫
EQ [Wt|Ft−1]

dQ
dP

dP

=

∫
EQ [Wt|Ft−1] dQ ∆

=

∫
WtdQ.

Otrzymali±my zatem nast¦puj¡c¡ równo±¢

EP
[
dQ
dP

Wt|Ft−1

]
= EQ [Wt|Ft−1]EP

[
dQ
dP
|Ft−1

]
. (2.6)
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Podstawiaj¡c z lewej strony równo±ci (2.6) wzór (2.4) i korzystaj¡c z wªasno±ci
warunkowej warto±ci oczekiwanej oraz adaptowalno±ci procesu (Yt) otrzymu-
jemy

EP

[
Wt exp

(
(r − ρ)T +

T∑
s=1

Ys

)
|Ft−1

]

= EP

[
EP

[
Wt exp

(
(r − ρ) (T − 1) +

T−1∑
s=1

Ys

)
ere−ρ+YT |FT−1

]
|Ft−1

]

= EP

[
Wt exp

(
(r − ρ) (T − 1) +

T−1∑
s=1

Ys

)
erEP [e−ρ+YT |FT−1

]
|Ft−1

]

= EP

[
Wt exp

(
(r − ρ) (T − 1) +

T−1∑
s=1

Ys

)
ere−r|Ft−1

]

= EP

[
Wt exp

(
(r − ρ) (T − 1) +

T−1∑
s=1

Ys

)
|Ft−1

]

= · · · = EP

[
Wt exp

(
(r − ρ) (T − t− 1) +

T−t−1∑
s=1

Ys

)
et−ρ+Yt |Ft−1

]

= exp

(
(r − ρ) (T − t− 1) +

t−1∑
s=1

Ys

)
EP [Wte

t−ρ+Yt |Ft−1

]
.

Podobnie, z prawej strony równania (2.6) otrzymujemy

EQ [Wt|Ft−1]EP

[
exp

(
(r − ρ)T +

T∑
s=1

Ys

)
|Ft−1

]

= EQ [Wt|Ft−1] exp

(
(r − ρ) (T − t− 1) +

t−1∑
s=1

Ys

)
erEP [e−ρ+Yt|Ft−1

]
= EQ [Wt|Ft−1] exp

(
(r − ρ) (T − t− 1) +

t−1∑
s=1

Ys

)
.

Dziel¡c obie strony przez wyra»enie z eksponentem otrzymujemy (2.5). �

Przy takich samych zaªo»eniach dotycz¡cych procesu cen jak w Lemacie 2.4
wyka»emy, »e miara Q jest miar¡ LRNVR, czyli speªnia De�nicj¦ 2.2. Punkt (i)
de�nicji jest speªniony na mocy Stwierdzenia 2.3. Pozostaªe punkty De�nicji
2.2 wyka»emy w nast¦puj¡cym Lemacie.
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Lemat 2.5. Je±li St−1 = EP[St exp(−ρ+ Yt)|Ft−1], to

(i) Stopy zwrotu St

St−1
maj¡ rozkªad log-normalny wzgl¦dem miary Q,

(ii) EQ[ St

St−1
|Ft−1] = er,

(iii) VarQ[ln St

St−1
|Ft−1] = VarP[ln St

St−1
|Ft−1] =: ht.

Dowód. Aby udowodni¢ (ii) skorzystamy z Lematu 2.4. Zmienne losowe St

St−1

s¡ Ft-mierzalne, mamy zatem

EQ
[
St
St−1

|Ft−1

]
= EP

[
St
St−1

exp (r − ρ+ Yt) |Ft−1

]
=

er

St−1

EP [St exp (ρ+ Yt) |Ft−1] = er.

Ostatnia równo±¢ wynika z zaªo»e« lematu. Aby udowodni¢ (i) oraz (iii), za-
piszmy zmienn¡ losow¡ Yt = α + βWt + Ut, gdzie Ut ma rozkªad normalny o
zerowej ±redniej oraz jest niezale»ne z σ (Wt,Ft−1). Mamy

EQ [exp (cWt) |Ft−1] = EP [exp (cWt + r − ρ+ Yt) |Ft−1]

= EP [exp (cWt + r − ρ+ α + βWt + Ut) |Ft−1]

= exp (α + r − ρ)EP [exp ((c+ β)Wt + Ut) |Ft−1]

= exp (α + r − ρ)EP [exp (Ut) |Ft−1]EP [exp ((c+ β)Wt) |Ft−1]

= exp
(
α + r − ρ+ EP [U2

t |Ft−1

])
EP [exp ((c+ β)Wt) |Ft−1]

= exp

(
α + r − ρ+ EP [U2

t |Ft−1

]
+ βµt +

β2ht
2

+ (µt + βht) c+
c2ht

2

)
.

Podstawiaj¡c c = 0 oraz korzystaj¡c z faktu, »e EQ [1|Ft−1] = 1, otrzymujemy

exp

(
α + r − ρ+ EP [U2

t |Ft−1

]
+ βµt +

β2ht
2

)
= 0,

zatem

EQ [exp (cWt) |Ft−1] = exp

(
(µt + βht) c+

c2ht
2

)
,

a to jest funkcja tworz¡ca momenty rozkªadu normalnego. Otrzymujemy wi¦c
Wt = ln St

St−1
= µt + βht +

√
htzt, gdzie zt ∼ N (0, 1). �

Wprzypadku rynku niezupeªnego musimy wprowadzi¢ funkcje u»yteczno±ci
inwestorów oraz ich preferencje wzgl¦dem ryzyka.
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De�nicja 2.6. Funkcj¡ u»yteczno±ci nazywamy odwzorowanie U : R+ → R+

takie, »e

(i) U(x) jest dwukrotnie ró»niczkowalne,
(ii) U(x) jest rosn¡ce, tzn. U ′(x) > 0 dla x ∈ R+,
(iii) U(x) jest wkl¦sªe, tzn. U ′′(x) < 0 dla x ∈ R+.

Punkty (ii) oraz (iii) De�nicji 2.6 maj¡ dosy¢ oczywiste uzasadnienie eko-
nomiczne. Mówimy, »e funkcja u»yteczno±ci jest separowalna wzgl¦dem czasu,
je±li u»yteczno±¢ w chwili s < t nie ma wpªywu na u»yteczno±¢ w chwili t, tzn.

E[U(xt)|Fs] = E[U(xt)].

W oparciu o [9] zilustrujemy problem optymalnego wyboru mi¦dzy kon-
sumpcj¡ a inwestycj¡. Inwestor w chwili t−1 decyduje o przeznaczeniu Ct−1 ∈
R+ na konsumpcj¦ oraz Ht−1 ∈ R na inwestycj¦ o losowej wypªacie St ∈ R+.
Zakªadamy, »e inwestor maksymalizuje swoj¡ oczekiwan¡ u»yteczno±¢ z kon-
sumpcji oraz z inwestycji, tzn.

maxEP[U(Ct−1) + e−ρU(Ct)|Ft−1]

przy warunkach
Ht−2St−1 = Ct−1 +Ht−1St−1

Ht−1St = Ct +HtSt,
(2.7)

gdzie Ht−2St−1 oznacza realizacj¦ losowej wypªaty z decyzji inwestycyjnej pod-
j¦tej w chwili t − 2, natomiast wspóªczynnik ρ oznacza stop¦ preferencji cza-
sowej, któr¡ interpretujemy jako premi¦ za odªo»enie konsumpcji w czasie (ra-
cjonalny inwestor preferuje konsumpcj¦ bie»¡c¡ nad konsumpcj¦ przyszª¡). Po-
niewa» zmienna losowa Ct−1 jest Ft−1-mierzalna, mamy

max(U(Ct−1) + e−ρEP[U(Ct)|Ft−1]).

Podstawiaj¡c warunki (2.7) otrzymujemy

max(U(Ht−2St−1 −Ht−1St−1) + e−ρEP[U(Ht−1St −HtSt)|Ft−1]).

Inwestor maksymalizuje oczekiwan¡ u»yteczno±¢ wzgl¦dem Ht−1, zatem

0 =
∂

∂Ht−1

U(Ht−2St−1 −Ht−1St−1) +
∂

∂Ht−1

e−ρEP[U(Ht−1St −HtSt)|Ft−1]

= −St−1U
′(Ht−2St−1 −Ht−1St−1) + e−ρEP[StU

′(Ht−1St −HtSt)|Ft−1],
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co po odpowiednich przeksztaªceniach daje tzw. równanie Eulera dla konsump-
cji postaci

St−1 = EP[Ste
−ρ U ′(Ct)

U ′(Ct−1)
|Ft−1].

Duan [2] zaproponowaª miar¦ Q dan¡ wzorem (2.4). Na mocy Lematu 2.4 oraz
Lematu 2.5 miara Q jest miar¡ probabilistyczn¡ speªniaj¡c¡ warunek wyceny
przy lokalnie neutralnym podej±ciu do ryzyka, o ile zachodzi

St−1 = EP[St exp(−ρ+ Yt)|Ft−1].

Zatem Yt we wzorze (2.4) jest logarytmem z kra«cowej stopy substytucji, tzn.
Yt = ln U ′(Ct)

U ′(Ct−1)
.

De�nicja 2.7. Absolutn¡ awersj¡ do ryzyka zwi¡zan¡ z funkcj¡ u»yteczno±ci
U(x) nazywamy funkcj¦ A(x) dan¡ nast¦puj¡cym równaniem

A(x) = −U
′(x)

U ′′(x)
= − d

dx
lnU ′(x). (2.8)

Z tego, »e funkcja u»yteczno±ci U(x) jest rosn¡ca oraz wkl¦sªa wynika, »e
A(x) jest funkcj¡ nieujemn¡. W przypadku dyskretnym równanie (2.8) przy-
biera nast¦puj¡c¡ posta¢

A(x) = − lnU ′(xt)− lnU ′(xt−1)

xt − xt−1

.

De�nicja 2.8. Relatywn¡ awersj¡ do ryzyka zwi¡zan¡ z funkcj¡ u»yteczno±ci
U(x) nazywamy funkcj¦ A(x) dan¡ nast¦puj¡cym równaniem

R(x) = xA(x) = −x U
′(x)

U ′′(x)
= −

d
dx

lnU ′(x)
d
dx

lnx
. (2.9)

W przypadku dyskretnym równanie (2.9) przybiera nast¦puj¡c¡ posta¢

R(x) = − lnU ′(xt)− lnU ′(xt−1)

lnxt − lnxt−1

.

Nast¦pne twierdzenie podaje warunki, które powinny speªnia¢ funkcje u»y-
teczno±ci, aby miara Q byªa na danym rynku miar¡ LRNVR.
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Twierdzenie 2.9. Niech dany b¦dzie rynekM, rynkowa przestrze« probabili-
styczna (Ω,F , (Ft)t∈T ,P) oraz addytywna i separowalna wzgl¦dem czasu funk-
cja u»yteczno±ci U : R+ → R+. Niech (Yt)t∈T b¦dzie procesem adaptowanym
takim, »e Yt ∼ N (µ, σ2) wzgl¦dem miary P dla t ∈ T . Je±li inwestor maksy-
malizuje oczekiwan¡ u»yteczno±¢, to miara Q dana wzorem

dQ = exp

(
(r − ρ)T +

T∑
s=1

Ys

)
dP

speªnia warunek wyceny przy lokalnie neutralnym podej±ciu do ryzyka, gdy speª-
niony jest jeden z warunków

(i) funkcja u»yteczno±ci U zapewnia staª¡ absolutn¡ awersj¦ do ryzyka
A(x) = λ1 oraz Ct − Ct−1 ∼ N (µ, σ2) wzgl¦dem miary P,

(ii) funkcja u»yteczno±ci U zapewnia staª¡ relatywn¡ awersj¦ do ryzyka
R(x) = λ2 oraz ln(Ct)− ln(Ct−1) ∼ N (µ, σ2) wzgl¦dem miary P,

(iii) funkcja u»yteczno±ci U jest liniowa, tzn. U(x) = ax+ b.

Dowód. Je±li inwestor maksymalizuje oczekiwan¡ u»yteczno±¢, to

St−1 = EP[Ste
−ρ U ′(Ct)

U ′(Ct−1)
|Ft−1].

Z Lematu 2.4 oraz Lematu 2.5 wynika, »e je±li

St−1 = EP[St exp(−ρ+ Yt)|Ft−1],

to miara Q speªnia warunek wyceny przy lokalnie neutralnym podej±ciu do ry-
zyka. Poniewa» zmienne losowe Yt maj¡ rozkªad normalny wzgl¦dem rynkowej
miary P, nale»y zatem pokaza¢, »e logarytmy z kra«cowej stopy substytucji
ln U ′(Ct)

U ′(Ct−1)
maj¡ równie» rozkªad normalny wzgl¦dem P.

(i) Mamy

A(x) = − lnU ′(xt)− lnU ′(xt−1)

xt − xt−1

= λ1,

zatem

ln
U ′(Ct)

U ′(Ct−1)
= −λ1(Ct − Ct−1) ∼ N (−λ1ν, λ

2
1σ

2).
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(ii) Mamy

R(x) = − lnU ′(xt)− lnU ′(xt−1)

lnxt − lnxt−1

,

zatem

ln
U ′(Ct)

U ′(Ct−1)
= −λ2 (lnU(Ct)− lnU(Ct−1) ∼ N (−λ2ν, λ

2
2σ

2).

(iii) Mamy U(Ct) = aCt + b oraz U ′(Ct) = a, zatem

ln
U ′(Ct)

U ′(Ct−1)
= ln

a

a
= 0 = δ(t),

gdzie
δt = lim

σ2
t→0
N (0, σ2

t ).

�

2.3 Cena europejskiej opcji kupna

Wzór (2.3) przedstawia proces log-zwrotow z cen instrumentu bazowego wzgl¦-
dem rynkowej miary P. Nast¦puj¡ce twierdzenie gªosi, »e równowa»na miara
Q, speªniaj¡ca De�nicj¦ 2.2 przeksztaªca proces log-zwrotów, eliminuj¡c z je-
go jawnej postaci wspóªczynnik premii za ryzyko λ i wprowadzaj¡c zale»no±¢
wariancji warunkowej ht od tego» czynnika.

Twierdzenie 2.10. Niech dany b¦dzie rynekM, rynkowa przestrze« probabili-
styczna (Ω,F , (Ft)t∈T ,P) oraz miara Q. Je±li miara Q speªnia warunek wyceny
przy lokalnie neutralnym podej±ciu do ryzyka, to proces log-zwrotów z cen in-
strumentu bazowego ma nas¦puj¡c¡ posta¢

Xt = ln
St
St−1

= r − 1

2
ht + ξt, (2.10)

gdzie ξt =
√
htzt, (zt)t∈T jest ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych takich,

»e zt ∼ N (0, 1) oraz

ht = α0 +

p∑
i=1

αi(ξt−i − λ
√
ht−i)

2 +

q∑
j=1

βjht−j. (2.11)
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Dowód. Z Lematu 2.5 wynika, »e stopy zwrotu St

St−1
maj¡ rozkªad log-normalny,

mo»emy wi¦c log-zwroty zapisa¢ jako

ln
St
St−1

= ηt +
√
htzt,

gdzie ηt = E[ln(St/St−1)] oraz zt ∼ N (0, 1). Poka»emy, »e ηt = r− 1
2
ht. Istotnie,

mamy

EQ[
St
St−1

|Ft−1] = EQ[eηt+
√
htzt |Ft−1] = eηtEQ[e

√
htzt |Ft−1] = eηt+

1
2
ht .

Z De�nicji 2.2 mamy

ht = VarQ[ln
St
St−1

|Ft−1] = VarP[ln
St
St−1

|Ft−1]

oraz

EQ[
St
St−1

|Ft−1] = er,

zatem r = ηt+
1
2
ht czyli ηt = r− 1

2
ht. Teraz poka»emy, »e ht mo»e by¢ wyra»one

wzorem (2.11). Poniewa»

ln
St
St−1

= r + λ
√
ht −

1

2
ht + εt

wzgl¦dem miary P oraz

ht = α0 +

p∑
i=1

αiε
2
t−i +

q∑
j=1

βjht−j, (2.12)

zatem mamy r+λ
√
ht− 1

2
ht+εt = r− 1

2
ht+ξt. Otrzymujemy wi¦c εt = ξt−λ

√
ht

co podstawiamy do (2.12) i otrzymujemy (2.11). �

Wniosek 2.11. Je±li miara Q speªnia warunek wyceny przy lokalnie neutral-
nym podej±ciu do ryzyka, to cena instrumentu bazowego w chwili T dana jest
nast¦puj¡cym wzorem

ST = St exp

(
(T − t) r − 1

2

T∑
s=t+1

hs +
T∑

s=t+1

ξs

)
. (2.13)
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Dowód. Na mocy Twierdzenia 2.10 log-zwroty maj¡ posta¢ ln St

St−1
= r−0.5ht+

ξt. Korzystaj¡c z wªasno±ci logarytmu otrzymujemy

ln
ST
St

= ln(
ST
ST−1

ST−1

ST−2

. . .
St+1

St
)

= ln
ST
ST−1

+ ln
ST−1

ST−2

+ · · ·+ ln
St+1

St

= r − 1

2
hT + ξT + r − 1

2
hT−1 + ξT−1 + · · ·+ r − 1

2
ht+1 + ξt+1

= (T − t)r − 1

2

T∑
s=t+1

hs +
T∑

s=t+1

ξs.

Dziaªaj¡c na obie strony eksponentem otrzymujemy (2.13). �

Wniosek 2.12. Je±li miara Q speªnia warunek wyceny przy lokalnie neutral-
nym podej±ciu do ryzyka, to zdyskontowany proces cen e−rtSt jest martynaga-
ªem wzgl¦dem miary Q.

Dowód. Poka»emy, »e EQ[e−rTST |Ft] = e−rtSt. Istotnie, na mocy Wniosku 2.11
mamy

EQ[e−rTST |Ft]

= EQ[e−rTSt exp((T − t)r − 1

2

T∑
s=t+1

hs +
T∑

s=t+1

ξs)|Ft]

= e−rtStEQ[exp(−1

2

T∑
s=t+1

hs +
T∑

s=t+1

ξs)|Ft].

Nast¦pnie iteruj¡c warto±ci oczekiwane wzgl¦dem �ltracji oraz korzystaj¡c z
faktów, »e proces ht jest prognozowalny oraz proces ξt ma rozkªad normalny o
zerowej ±redniej oraz wariancji ht, otrzymujemy

e−rtStEQ[EQ[. . .EQ[exp(−1

2

T∑
s=t+1

hs +
T∑

s=t+1

ξs)|FT−1]|FT−2]| . . . ]|Ft]

= e−rtStEQ[EQ[. . . exp(−1

2

T−1∑
s=t+1

hs +
T−1∑
s=t+1

ξs)e
− 1

2
hTEQ[eξT |FT−1]|FT−2]| . . . ]|Ft]

= e−rtStEQ[EQ[. . . exp(−1

2

T−1∑
s=t+1

hs +
T−1∑
s=t+1

ξs)|FT−2]|FT−3]| . . . ]|Ft]

= · · · = e−rtSt.
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�

Wniosek 2.13. Niech dana b¦dzie europejska opcja kupna z cen¡ wykonania K
oraz dat¡ wyga±ni¦cia T . Je±li miara Q speªnia warunek wyceny przy lokalnie
neutralnym podej±ciu do ryzyka, to cena opcji w chwili t dana jest nast¦puj¡cym
wzorem

CGH
t = e−(T−t)rEQ[max(ST −K, 0)|Ft]. (2.14)

Dowód. Na mocy Wniosku 2.12 zdyskontowany proces cen jest martyngaªem
wzgl¦dem miary Q, wi¦c zgodnie z De�nicj¡ 1.5 miara ta jest miar¡ martynga-
ªow¡. Zatem na mocy Twierdzenia 1.7 na rynku nie ma mo»liwo±ci arbitra»u.
Wówczas cena arbitra»owa w chwili t wypªaty X dana jest wzorem

Πt(X) = BtEQ[XB−1
T |Ft]

dla dowolnej miary martyngaªowej Q, gdzie Bt jest deterministyczym procesem
dyskontuj¡cym. Wypªata europejskiej opcji kupna dana jest wzorem max(ST−
K, 0), zatem

CGH
t = etrEQ[e−Tr max(ST −K, 0)|Ft]
= e−(T−t)rEQ[max(ST −K, 0)|Ft].

�

Wniosek 2.14. Niech dana b¦dzie europejska opcja sprzeda»y z cen¡ wykona-
nia K oraz dat¡ wyga±ni¦cia T . Je±li miara Q speªnia warunek wyceny przy
lokalnie neutralnym podej±ciu do ryzyka, to cena opcji w chwili t dana jest
nast¦puj¡cym wzorem

PGH
t = e−(T−t)rEQ[max(K − ST , 0)|Ft].

Dowód. Wynika to z Twierdzenia 1.9. �
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Rozdziaª 3

Wycena opcji z wykorzystaniem
modelu GARCH(1,1)

W rodziale tym zastosujemy model GARCH(1,1) do wyceny opcji.

W sekcji 3.1, w oparciu o [4], sformuªujemy oraz udowodnimy twierdzenie
o istnieniu i jednoznaczno±ci silnego rozwi¡zania procesu GARCH(1,1). Jako
wniosek otrzymamy warunek na istnienie sªabo stacjonarnego rozwi¡zania.

W sekcji 3.2 podamy kilka wªasno±ci modelu GARCH(1,1) wzgl¦dem mia-
ry lokalnie neutralizuj¡cej ryzyko. Twierdzenie udowodnimy bazuj¡c na [2], [9].

W sekcjach 3.3 oraz 3.4, w oparciu o [8], przedstawimy metod¦ najwi¦kszej
wiarygodno±ci do estymacji parametrów modelu GARCH(1,1) oraz podamy
algorytm Monte-Carlo sªu»¡cy do oszacowania ceny europejskiej opcji kupna i
sprzeda»y.

W sekcji 3.5 przedstawimy wyniki empiryczne otrzymane z zastosowania
wy»ej otrzymanych rezultatów do wybranego instrumentu �nansowego.

3.1 Stacjonarno±¢ modelu

Rozwa»my proces GARCH(1,1). Zgodnie z De�nicj¡ 2.1 ma on nast¦puj¡c¡
posta¢

εt =
√
htzt

ht = α0 + αε2t−1 + βht−1 = α0 + (αz2
t−1 + β)ht−1,

(3.1)
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gdzie (zt)t∈T jest ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych takich, »e zt ∼
N (0, 1). Mamy zatem stochastyczne równanie rekurencyjne postaci Yt = AtYt−1+
Bt.

Twierdzenie 3.1. Niech dana b¦dzie przestrze« probabilistyczna (Ω,F , (Ft)t∈T ,P)
oraz proces GARCH(1,1) okre±lony na tej przestrzeni. Je±li EP[ln(αz2

t +β)] < 0,
to szereg

ht = α0

(
1 +

∞∑
i=1

i∏
j=1

(
αz2

t−j + β
))

(3.2)

jest zbie»ny prawie na pewno oraz jest on jedynym silnie stacjonarym rozwi¡-
zaniem procesu GARCH(1,1). Je±li EP[ln(αz2

t + β)] ≥ 0, to szereg (3.2) jest
robie»ny.

Dowód. Niech EP[ln(αz2
t + β)] < 0. Silna stacjonarno±¢ rozwi¡zania wynika

wprost z de�nicji 2.1. Iteruj¡c k-krotnie równanie (3.1) otrzymujemy

ht = α0

(
1 +

k∑
i=1

i∏
j=1

(
αz2

t−j + β
))

+ ht−k−1

k−1∏
i=1

(
αz2

t−i + β
)
. (3.3)

Zauwa»my, »e skªadniki sumy wyst¦puj¡cej we wzorze (3.3) s¡ nieujemne, po-
niewa» α, β ≥ 0. Zmienne losowe ln(αz2

t + β) s¡ niezale»ne o jednakowym
rozkªadzie, zatem na mocy silnego prawa wielkich liczb mamy[

i∏
j=1

(
αz2

t−j + β
)]i−1

= exp

[
i−1

i∑
j=1

ln
(
αz2

t−j + β
)] i→∞−→ exp

(
EP [ln (αz2

t−j + β
)])

.

Z zaªo»e« twierdzenia wynika, »e exp
(
EP
[
ln
(
αz2

t−j + β
)])

< 1, zatem na mocy
kryterium Cauchy'ego szereg wyst¦puj¡cy w (3.3) jest zbie»ny. Ostatni skªad-
nik w (3.3) d¡»y do 0 przy k →∞.

Niech ht dane wzorem (3.2) jest rozwi¡zaniem stacjonarnym równania (3.1)
oraz zaªó»my, »e EP[ln(αz2

t +β)] > 0. Wówczas na mocy kryterium Cauchy'ego
mamy

∞∑
i=1

i∏
j=1

(
αz2

t−j + β
)

=∞,
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wi¦c szereg (3.2) jest rozbie»ny.

Niech ht dane wzorem (3.2) jest rozwi¡zaniem stacjonarnym równania (3.1)
oraz zaªó»my, »e EP[ln(αz2

t +β)] = 0. W tym przypadku kryterium Cauchy'ego
nie daje nam odpowiedzi na temat zbie»no±ci lub rozbie»no±ci szeregu. Przy-
pu±¢my jednak, »e szereg (3.2) jest zbie»ny. Zauwa»my, »e

ht ≥ α0

(
1 +

k∑
i=1

i∏
j=1

(
αz2

t−j + β
))

,

sk¡d wnioskujemy, »e iloczyn
∏i

j=1

(
αz2

t−j + β
)
d¡»y do 0 przy i→∞, co jest

równowa»ne z tym, »e
∑i

j=1 ln
(
αz2

t−j + β
)
d¡»y do −∞ przy i→∞. Z drugiej

jednak strony
∑i

j=1 ln
(
αz2

t−j + β
)
jest bª¡dzeniem losowym takim, »e

lim sup
i→∞

i∑
j=1

ln
(
αz2

t−j + β
)

=∞,

co przeczy zaªo»eniu, »e szereg (3.2) jest zbie»ny. .

Aby wykaza¢ jednoznaczno±¢ rozwi¡zania zaªó»my, »e h̃t jest stacjonarnym
rozwi¡zaniem procesu ε̃t =

√
h̃tzt. Iteruj¡c h̃t k-krotnie otrzymujemy

h̃t = α0

(
1 +

k∑
i=1

i∏
j=1

(
αz2

t−j + β
))

+ h̃t−k−1

k−1∏
i=1

(
αz2

t−i + β
)
.

Wówczas mamy

|ht − h̃t| = |ht − α0

(
1 +

k∑
i=1

i∏
j=1

(
αz2

t−j + β
))
− h̃t−k−1

k−1∏
i=1

(
αz2

t−i + β
)
|.

(3.4)

�rodkowy skªadnik z prawej strony równo±ci (3.4) d¡»y do ht, natomiast ostatni
skªadnik d¡»y do 0 przy k →∞. Zatem |ht − h̃t| → 0. �

Wniosek 3.2. Proces GARCH(1,1) ma sªabo stacjonarne rozwi¡zanie wtedy
i tylko wtedy, gdy α + β < 1. Ponadto wariancja procesu nie zmienia si¦ w
czasie i wynosi VarP[εt] = α0/(1− α− β).
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Dowód. Zauwa»my, »e EP[εt] = 0. Istotnie, mamy

EP [εt] = EP
[√

htzt

]
= EP

[
zt

√
α0 + αε2t−1 + βht−1

]
= EP

[√
α0 + αε2t−1 + βht−1

]
EP [zt] = 0,

poniewa» (zt)t∈T jest ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych takich, »e zt ∼
N (0, 1) dla t ∈ T .

Najpierw udowodnimy "⇒". Zaªo»my, »e proces GARCH(1,1) ma sªabo
stacjonarne rozwi¡zanie. Wówczas mamy

VarP [εt] = EP [ε2t ] = EP [htz2
t

]
= EP [(α0 + αε2t−1 + βht−1

)
z2
t

]
= α0EP [z2

t

]
+ αEP [ε2t−1z

2
t

]
+ βEP [ht−1z

2
t

]
= α0 + αEP [ε2t−1

]
+ βEP [ht−1z

2
t−1

]
= α0 + αVarP [εt−1] + βVarP [εt−1] = α0 + αVarP [εt] + βVarP [εt] .

Ostatnia równo±¢ wynika z zaªo»enia o sªabej stacjonarno±ci. Porz¡dkuj¡c wy-
razy otrzymujemy VarP[εt] = α0/(1− α− β). Z De�nicji 2.1 mamy, »e α0 > 0
oraz α, β ≥ 0, zatem 1− α− β > 0, czyli α + β < 1.

Teraz udowodnimy "⇐". Zaªó»my, »e α + β < 1. Wówczas korzystaj¡c z
nierówno±ci Jensena otrzymujemy

EP [ln (αz2
t + β

)]
≤ ln

(
EP [αz2

t + β
])

= ln (α + β) < 0,

zatem zaªo»enie Twierdzenia 3.1 jest speªnione, czyli istnieje stacjonarne roz-
wi¡zanie dane wzorem (3.2). Wówczas mamy

VarP [εt] = EP [ε2t ] = EP [ht]

= EP

[
α0

(
1 +

∞∑
i=1

i∏
j=1

(
αz2

t−j + β
))]

= α0

(
1 +

∞∑
i=1

EP

[
i∏

j=1

(
αz2

t−j + β
)])

= α0

(
1 +

∞∑
i=1

(α + β)i
)

= α0

∞∑
i=0

(α + β)i =
α0

1− α− β
.

Otrzymali±my EP [ε2t ] <∞, zatem korzystaj¡c z Faktu 1.3 proces GARCH(1,1)
ma sªabo stacjonarne rozwi¡zanie. �
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3.2 Wªasno±ci modelu

Zgodnie z Twierdzeniem 2.10, po przej±ciu od rynkowej miary P do miary
lokalnie neutralizuj¡cej ryzyko Q, mamy ξt =

√
htzt, gdzie (zt)t∈T jest ci¡giem

niezale»nych zmiennych losowych takich, »e zt ∼ N (0, 1) oraz

ht = α0 + α
(
ξt−1 − λ

√
ht−1

)2

+ βht−1

= α0 + α
(
zt−1

√
ht−1 − λ

√
ht−1

)2

+ βht−1

= α0 + αht−1 (zt−1 − λ)2 + βht−1.

Twierdzenie 3.3. Niech dana b¦dzie przestrze« probabilistyczna (Ω,F , (Ft)t∈T ,P),
proces GARCH(1,1) okre±lony na tej przestrzeni oraz miara Q speªniaj¡ca wa-
runek wyceny przy lokalnie neutralnym podej±ciu do ryzyka. Je±li speªniony jest
warunek

|λ| <
√

1− α− β
α

, (3.5)

to proces (ξt)t∈T posiada nast¦puj¡ce wªasno±ci

(i) limt→∞VarQ[ξt] = α0

1−(1−λ2)α−β ,

(ii) rozkªad zmiennej losowej ξt jest kurtoleptyczny,
(iii) CovQ[zt, ht+1] = −2λα0α

1−(1−λ2)α−β .

Dowód. (i) Oznaczmy xt := zt − λ. Wówczas mamy

ht = α0 +
(
αx2

t−1 + β
)
ht−1.

Zauwa»my, »e
EQ [x2

t

]
= EQ [(zt − λ)2]

= EQ [z2
t

]
− 2λEQ [zt] + λ2 = 1 + λ2

(3.6)

oraz
EQ [x4

t

]
= EQ [(zt − λ)4]

= EQ [z4
t

]
− 4λEQ [z3

t

]
+ 6λ2EQ [z2

t

]
− 4λ3EQ [zt] + λ4

= 3 + 6λ2 + λ4,

(3.7)

poniewa» dla zmiennej losowej zt ∼ N (0, 1) mamy EQ [z3
t ] = 0 oraz EQ [z4

t ] = 3.
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Iteruj¡c ht do chwili t = 0 otrzymujemy

ht = α0

[
1 +

t−1∑
i=1

i∏
j=1

(
αx2

t−j + β
)]

+ h0

t∏
i=j

(
αx2

t−j + β
)

= α0

t−1∑
i=0

Gi + h0Gt,

gdzie ci¡g (Gk) dany jest wzorem

G0 := 1

Gk :=
i∏

j=1

(
αx2

t−j + β
)

= Gk−1

(
αx2

t−k + β
)

Korzystaj¡c z (3.6) oraz z niezale»no±ci zmiennych losowych xt, otrzymu-
jemy

EQ [Gk] = EQ

[
i∏

j=1

(
αx2

t−j + β
)]

=
i∏

j=1

EQ [αx2
t−j + β

]
=

i∏
j=1

(
α
(
1 + λ2

)
+ β

)
=
(
α
(
1 + λ2

)
+ β

)i
.

Wracaj¡c do ht mamy

EQ [ht] = EQ

[
α0

t−1∑
i=0

Gi + h0Gt

]
= α0

t−1∑
i=0

EQ [Gi] + h0EQ [Gt]

= α0

t−1∑
i=0

(
α
(
1 + λ2

)
+ β

)i
+ h0

(
α
(
1 + λ2

)
+ β

)t
.

Korzystaj¡c z nierówno±ci (3.5) mamy

α
(
1 + λ2

)
+ β < α

(
1 +

1− α− β
α

)
+ β = 1,
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zatem przechodz¡c do granicy otrzymujemy sko«czony szereg geometryczny

lim
t→∞

EQ [ht] = lim
t→∞

α0

t−1∑
i=0

(
α
(
1 + λ2

)
+ β

)i
= α0

∞∑
i=0

(
α
(
1 + λ2

)
+ β

)i
=

α0

1− α (1 + λ2)− β
.

(ii) Poniewa» EQ [ξt] = 0, aby wykaza¢, »e rozkªad zmiennej losowej ξt jest
leptokurtyuczny, nale»y wykaza¢, »e

EQ [ξ4
t

]
> 3

(
EQ [ξ2

t

])2
. (3.8)

Korzystaj¡c z (3.7) oraz z niezale»no±ci zmiennych losowych xt, otrzymu-
jemy

EQ [G2
k

]
= EQ

[
G2
k−1

(
αx2

t−k + β
)2
]

= EQ [G2
k−1

]
EQ
[(
αx2

t−k + β
)2
]

= EQ [G2
k−1

] (
α2
(
3 + 6λ2 + λ4

)
+ 2αβ

(
1 + λ2

)
+ β2

)
=
(
α2
(
3 + 6λ2 + λ4

)
+ 2αβ

(
1 + λ2

)
+ β2

)k
.

Wprowad¹my nast¦puj¡ce oznaczenia

u = α2
(
3 + 6λ2 + λ4

)
+ 2αβ

(
1 + λ2

)
+ β2,

v = α
(
1 + λ2

)
+ β.

Zauwa»my, »e u > v oraz u = v2 + 2 (1 + 2λ2)α2. Dla k > j mamy

EQ [GkGj] = EQ

[
G2
j

k∏
i=j

(
αx2

t−2k+i + β
)]

= EQ [G2
j

]
EQ

[
k∏
i=j

(
αx2

t−2k+i + β
)]

= ujvk−j.
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Wówczas mamy

EQ [h2
t

]
= h2

0EQ [G2
t

]
+ 2α0h0

t−1∑
k=0

EQ [GtGk] + α2
0EQ

( t−1∑
k=0

Gk

)2


= h2
0u

t + 2α0h0

t−1∑
k=0

ukvt−k + α2
0

(
t−1∑
k=0

uk + 2
t−1∑
k=0

k−1∑
j=0

ujvk−j

)

= h2
0u

t + 2α0h0
v (ut − vt)
u− v

+ α2
0

(
1− ut

1− u
+ 2

v

u− v

(
1− ut

1− u
− 1− vt

1− v

))
.

Przechodz¡c do granicy przy t→∞ otrzymujemy

EQ [h2
t

]
→

{
(1+v)α2

0

(1−u)(1−v)
dla u < 1

∞ dla u ≥ 1

Korzystaj¡c z wªasno±ci rozkªadu normalnego mamy

EQ [ξ4
t

]
= EQ [z4

t h
2
t

]
= 3EQ [h2

t

]
.

Gdy u ≥ 1, to nierówno±¢ (3.8) jest speªniona. Dla u < 1 mamy

EQ [ξ4
t

]
= 3

(1 + v)α2
0

(1− u) (1− v)

= 3
(1 + v) (1− v)α2

0

(1− u) (1− v)2 = 3
1− v2

1− u
(
EQ [ξ2

t

])2
.

Poniewa» v < u < 1, wi¦c (1− v2) / (1− u) > 1, co dowodzi (3.8).

(iii) Poniewa» ztht+1 = α0zt + αzt
(√

htzt − λ
√
ht
)2

+ βztht, wi¦c mamy

EQ [ztht+1|Ft−1] = EQ
[
α0zt + αzt

(√
htzt − λ

√
ht

)2

+ βztht|Ft−1

]
= EQ

[
αzt

(√
htzt − λ

√
ht

)2

|Ft−1

]
= αEQ [z3

t ht − 2λz2
t ht + λ2htzt|Ft−1

]
= αhtEQ [z3

t |Ft−1

]
− 2αλhtEQ [z2

t |Ft−1

]
+ αλ2htEQ [zt|Ft−1] = −2αλht.

Wówczas mamy

CovQ [zt, ht+1] = EQ [ztht+1]− EQ [zt]EQ [ht+1]

= EQ [EQ [ztht+1|Ft−1]
]

= EQ [−2αλht]

= −2αλEQ [ht] =
−2αλα0

1− (1− λ2)α− β
.
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3.3 Estymacja parametrów modelu metod¡ naj-

wi¦kszej wiarygodno±ci

Niech dany b¦dzie wektor x = (x1, . . . , xT ) skª¡daj¡cy si¦ z T oberwacji log-
zwrotów pewnego instrumentu �nansowego. Zakªadamy, »e

xt = r − 1

2
ht +

√
htzt,

gdzie (zt)t∈T jest ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych takich, »e zt ∼
N (0, 1) oraz ht = α0 + α

(√
ht−1zt−1 − λ

√
ht−1

)2

+ βht−1. Poniewa» xt ∼
N (r − 1

2
ht, ht), zatem funkcja wiarygodno±ci dla t-tej obserwacji ma posta¢

lt(xt; θ) =
1√

2πht
exp

(
−

(xt − r + 1
2
ht)

2

2ht

)
,

gdzie θ = (α0, α, β, λ) jest wektorem szukanych parametrów. Funkcja wiary-
godno±ci dla wektora obserwacji x ma posta¢

L(x; θ) =
T∏
t=1

lt(xt; θ) (3.9)

�atwiej obliczy¢ logarytm naturalny z wyra»enia (3.9), mamy zatem

lnL(x; θ) = ln

(
T∏
t=1

lt(xt; θ)

)
=

T∑
t=1

ln (lt(xt; θ))

= −T
2

ln (2π)− 1

2

T∑
t=1

ln (ht)−
1

2

T∑
t=1

(xt − r + 1
2
ht)

2

2ht
.

Szukamy θ̂ b¦d¡cego rozwi¡zaniem zadania

θ̂ = arg max
θ

ln (L(x; θ))

przy ograniczeniach α0 > 0, α, β ≥ 0 oraz α + β < 1.
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3.4 Przybli»ona wycena opcji metod¡ Monte-Carlo

Log-zwroty xt po lokalnej neutralizacji ryzyka, to znaczy po przej±ciu do miary
Q maj¡ posta¢

xt = r − 1

2
ht + ξt,

gdzie ξt =
√
htzt, (zt)t∈T jest ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych takich,

»e zt ∼ N (0, 1) oraz ht = α0 + α(ξt−1 − λ
√
ht−1)2 + βht−1.

Przypu±cmy, »e chcemy pozna¢ cen¦ w chwili t = 0 europejskiej opcji kupna
z chwil¡ wykonania t = T oraz cen¡ wykonaniaK. Cena instrumentu bazowego
w chwili t = 0 jest znana i wynosi S0. Zgodnie ze wzorem (2.14) na cen¦ opcji
kupna, musimy zna¢ warunkow¡ warto±¢ oczekiwan¡ EQ[max(ST −K, 0)|F0].
PrzeprowadzamyM symulacji trajektorii procesu cen S instrumentu bazowego
wedªug nast¦puj¡cej procedury

1. Przyjmujemy hj,0 = α0

1−(1−λ2)α−β .
2. Generujemy zj,0 z rozkªadu N (0, 1).
3. ξj,0 =

√
hj,0zj,0.

4. ĥj,1 = α0 + α
(
ξj,0 − λ

√
hj,0
)2

+ βhj,0.
5. Generujemy zj,1 z rozkªadu N (0, 1).
6. ξj,1 =

√
hj,1zj,1.

7. Sj,1 = Sj,0 exp
(
−1

2
hj,1 + ξj,1

)
.

8. Powtarzamy kroki 4. - 7. a» do uzyskania Sj,T .

Powtarzaj¡c powy»sz¡ procedur¦ dla j = 2, . . . ,M otrzymujemy wektor
ST = (S1,T , . . . , SM,T ). Wówczas cen¦ opcji kupna przybli»amy nast¦puj¡co

CGH
0 = e−TrEQ[max(ST −K, 0)|F0]

= e−TrEQ[max(ST −K, 0)] ≈ e−Tr
1

M

M∑
j=1

max(Sj,T −K, 0).

3.5 Wyniki empiryczne

W tej sekcji podamy wyniki empiryczne uzyskane przez zastosowanie dwóch
metod numerycznych przedstawionych w sekcjach 3.3 oraz 3.4. Po pierwsze
dokonamy estymacji parametrów α0, α, β oraz λ metod¡ najwi¦kszej wia-
rygodno±ci. Nast¦pnie dokonamy aproksymacji ceny europejskiej opcji kupna
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stosuj¡c metod¦ Monte Carlo. Otrzymane wyniki porównamy z cenami otrzy-
manymi ze wzoru Blacka-Scholesa.

Jako instrument bazowy rozwa»my akcj¦ spóªki Amazon.com, Inc. noto-
wanej na gieªdzie NYSE. Estymacji parametrów dokonamy w oparciu o ceny
zamkni¦cia w latach 2016-2019 (1005 obserwacji). Na Wykresach 3.1-3.3 przed-
stawiono jak ksztaªtowaªy si¦ ceny oraz log-zwroty instrumentu bazowego w
badanym okresie. Parametry oszacone metod¡ najwi¦kszej wiarygodno±ci wy-
nosz¡

α̂0 = 1.2× 10−5,

α̂ = 0.07,

β̂ = 0.68,

λ̂ = 1.29,

natomiast wariancja na mocy Twierdzenia 3.3 wynosi

σ̂2 =
α̂0

1− (1− λ̂2)α̂− β̂
= 9.42× 10−5.

Cena w ostatniej obserwacji wynosiªa S1005 = 1856.89. Rozwa»my europej-
skie opcje kupna z cen¡ wykonania K = S1005 oraz z terminami wykonania
za 3, 6 oraz 12 miesi¦cy. W Tabeli 3.5 przedstawiono ceny CGH otrzyma-
ne metod¡ Monte Carlo oraz ceny CBS otrzymane ze wzoru Blacka-Scholesa.
Przyjmujemy stop¦ procentow¡ r = 0.

Tabela 3.1:

3m 6m 12m
GARCH 66.68 95.71 137.17
Black-Scholes 67.83 95.89 135.51
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Wykres 3.1: Historyczne ceny zamkni¦cia

Wykres 3.2: Log-zwroty z cen zamkni¦cia
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Wykres 3.3: Histogram log-zwrotów z cen zamkni¦cia
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